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Les matrices infinies

• Tout opérateur linéaire borné A : ℓ2 → ℓ2 admet une représentation
unique comme matrice infinie

A =


α11 α12 α13 · · ·
α21 α22 α23 · · ·
α31 α32 α33 · · ·

...
...

... . . .

 ,

où αij = ⟨Aej , ei⟩.
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Quelques questions

• Étant donné une matrice infinie A, représente-t-elle un opérateur borné
sur ℓ2 ?

• Si oui, quelle est la valeur de sa norme d’opérateur

∥A∥ℓ2→ℓ2 := sup
x ̸=0

∥Ax∥2
∥x∥2

?

• Si la valeur de ∥A∥ℓ2→ℓ2 est inconnue, peut-on trouver des bornes
supérieures ?
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Exemple : La matrice de Hilbert

Définition
La matrice de Hilbert est la matrice

H :=
[ 1

i + j + 1

]
i , j ≥ 0

=



1 1
2

1
3

1
4 · · ·

1
2

1
3

1
4

1
5 · · ·

1
3

1
4

1
5

1
6 · · ·

1
4

1
5

1
6

1
7 · · ·

...
...

...
... . . .


.

• H est un opérateur borné sur ℓ2 et ∥H∥ℓ2→ℓ2 = π.
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Exemple : La matrice de Cesàro

Définition
La matrice de Cesàro C est la matrice

C :=



1 0 0 0 · · ·
1
2

1
2 0 0 · · ·

1
3

1
3

1
3 0 · · ·

1
4

1
4

1
4

1
4 · · ·

...
...

...
... . . .


.

• C est un opérateur borné sur ℓ2 et ∥C∥ℓ2→ℓ2 = 2.
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Les L-matrices

Définition
Soit α = (αn)n≥0 une suite de nombres complexes. Une L-matrice est une
matrice infinie de la forme

Lα =


α0 α1 α2 α3 · · ·
α1 α1 α2 α3 · · ·
α2 α2 α2 α3 · · ·
α3 α3 α3 α3 · · ·
...

...
...

... . . .

 .

Question : Sous quelles conditions la matrice Lα agit comme un
opérateur borné sur ℓ2, et quelle est sa norme ?
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Origine des L-matrices

Choi, M. D. (1983). Tricks or treats with the Hilbert matrix. The
American Mathematical Monthly, 90(5), 301-312.
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Motivation
Espaces de Dirichlet pondérés

Definition
Soient ω une fonction positive superharmonique sur D et f ∈ Hol(D). On
définit

Dω(f ) :=
∫
D

|f ′(z)|2 ω(z) dA(z),

où dA est la mesure d’aire normalisée sur D. L’espace de Dirichlet pondéré
Dω est l’ensemble des fonctions f ∈ Hol(D) telles que Dω(f ) < ∞.

Example
Les poids ω(z) = (1 − |z |2)α, où 0 ≤ α ≤ 1 interpolent entre l’espace de
Dirichlet D (quand α = 0) et l’espace de Hardy H2 (quand α = 1).
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Motivation
Multiplicateur d’Hadamard

Définition
Soient f (z) :=

∑∞
k=0 akzk et g(z) :=

∑∞
k=0 bkzk deux séries formelles.

Leur produit d’Hadamard est définie par

(f ∗ g)(z) :=
∞∑

k=0
akbkzk .

Les multiplicateurs d’Hadamard de Dω sont les séries formelles h pour
lesquelles h ∗ f ∈ Dω pour tout f ∈ Dω.
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Motivation
Caractérisation des multiplicateurs d’Hadamard sur Dω

Théorème (Mashreghi–Ransford, 2019)
h(z) =

∑∞
k=0 ckzk est un multiplicateur d’Hadamard de Dω pour toute

fonction superharmonique ω si et seulement si la L-matrice

L(cn+1−cn)n :=


c1 − c0 c2 − c1 c3 − c2 c4 − c3 . . .
c2 − c1 c2 − c1 c3 − c2 c4 − c3 . . .
c3 − c2 c3 − c2 c3 − c2 c4 − c3 . . .
c4 − c3 c4 − c3 c4 − c3 c4 − c3 . . .

...
...

...
... . . .


agit comme un opérateur borné sur ℓ2.
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Une condition nécessaire

Remarquons que

∥Lα∥2
ℓ2→ℓ2 ≥ ∥Lαen∥2

2
∥en∥2

2
= (n + 1)|αn|2 + |αn+1|2 + |αn+2|2 + · · ·
≥ n|αn|2.

Ainsi, pour que ∥Lα∥ℓ2→ℓ2 < ∞, il est nécessaire que

αn = O
( 1√

n

)
.
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L’insuffisance de la condition

Soit 1
2 ≤ α < 1 et considérons la L-matrice Lα où

αn = 1
(n + 1)α

.

Alors ∥Lα∥ℓ2→ℓ2 = ∞ et Lα n’est pas un opérateur borné sur ℓ2.

Il suffit de considérer la suite de vecteurs

xn = (1α, 2α, . . . , nα, 0, 0, . . . )tr

lorsque n → ∞.
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L’optimalité de la condition

Considérons la L-matrice Lα où

αn =
{

1/nα si n = 2k , k ≥ 0,

0 sinon,

et où α > 1/2.

Alors

∥Lα∥2
ℓ2→ℓ2 ≤

∞∑
i ,j=1

α2
ij =

∞∑
k=0

(2 · 2k + 1)α2
2k ≤ 4

∞∑
k=0

1
2(2α−1)k < ∞.
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Une condition suffisante
Un cas particulier

Théorème (B–Mashreghi, 2021)
Soit Lα une L-matrice telle que (|αn|)n≥0 est une suite strictement
décroissante. Si

∆ := sup
n∈N

|αn|
(
|αn−1| + |αn|

)
|αn−1| − |αn|

< ∞,

alors Lα est un opérateur borné sur ℓ2 et ∥Lα∥ℓ2→ℓ2 ≤ 2 max{|α0|, ∆}.
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Une condition suffisante
Le cas général

Théorème (B–Mashreghi, 2021)

Soient Lα une L-matrice et (δn)n≥0 une suite de nombre positifs
strictement décroissants. Si

∆ := sup
n∈N

(|αn| + δn−1) (|αn| + δn)
δn−1 − δn

< ∞,

alors Lα est un opérateur borné sur ℓ2 et ∥Lα∥ℓ2→ℓ2 ≤ max{|α0| + δ0, ∆}.
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Caractérisation complète de O(n−α)

Considérons la L-matrice Lα, où αn = O(1/n). Alors ∥Lα∥ℓ2→ℓ2 < ∞.

Corollaire (B–Mashreghi, 2021)
Soit Lα une L-matrice. La condition αn = O(1/nα) est

• nécessaire si α = 1
2 ;

• ni nécessaire, ni suffisante si 1
2 < α < 1;

• suffisante si α = 1;
pour que Lα soit un opérateur borné sur ℓ2.
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Les matrices de Rhaly

Définition
Soit α = (αn)n≥0 une suite de nombres complexes. Une matrice de Rhaly
est une matrice infinie de la forme

Rα =


α0 0 0 0 · · ·
α1 α1 0 0 · · ·
α2 α2 α2 0 · · ·
α3 α3 α3 α3 · · ·
...

...
...

... . . .

 .

Observation : Lα ≈ Rα + R∗
α.
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Une caractérisation complète pour ℓ2 → ℓ2

Théorème (B–Dellepiane–Mashreghi, 2026+)
Les énoncés suivants sont équivalents:
(i) ∥Lα∥ℓ2→ℓ2 < ∞;
(ii) ∥Rα∥ℓ2→ℓ2 < ∞;

(iii)
∞∑

k=n
|αk |2 = O

(
n−1).

De plus, on a

1
2
√

2
∥Rα∥ℓ2→ℓ2 ≤ sup

n∈N
(n + 1)

1
2

( ∞∑
k=n

|αk |2
)1

2

≤ ∥Lα∥ℓ2→ℓ2 ≤ 2∥Rα∥ℓ2→ℓ2 .
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Un résultat général pour Rα

Théorème (Bennett, 1991)
Soient 1 ≤ p, q ≤ ∞ et posons p∗ = p

p−1 , q∗ = q
q−1 et r le nombre

satisfaisant 1
r = 1

q − 1
p . Alors Rα est borné de ℓp vers ℓq si et seulement si

(i) αn = O
(
n−1/p∗) (1 < p ≤ ∞, q = ∞);

(ii) α ∈ ℓq (1 = p ≤ q ≤ ∞);

(iii)
∞∑

k=n
|αk |q = O

(
n−q/p∗) (1 < p ≤ q < ∞);

(iv)
∞∑

k=1
k r/p∗ |αk |q

( ∞∑
m=k

|αm|q
)−r/p

< ∞ (1 < q < p ≤ ∞).
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Un équivalent pour Lα

Théorème (B–Dellepiane–Mashreghi, 2026+)
Soient 1 < p ≤ q < ∞. Alors les énoncés suivants sont équivalents:
(i) ∥Lα∥ℓp→ℓq < ∞;
(ii) ∥Rα∥ℓp→ℓq < ∞ et ∥Rα∥ℓq∗ →ℓp∗ < ∞;

(iii)
∞∑

k=n
|αk |q = O

(
n−q/p∗) et

∞∑
k=n

|αk |p∗ = O
(
n−p∗/q).

De plus, on a alors
∥Rα∥ℓp→ℓq + ∥Rα∥ℓq∗ →ℓp∗

p∗q
1
q + q(p∗)

1
p∗

≤ ∥Lα∥ℓp→ℓq ≤ ∥Rα∥ℓp→ℓq + ∥Rα∥ℓq∗ →ℓp∗ .
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Corollaires intéressants

Corollaire (B–Dellepiane–Mashreghi, 2026+)
Soit 1 ≤ q < ∞. Alors ∥Lα∥ℓ1→ℓq < ∞ si et seulement si α ∈ ℓq et
αn = O

(
n−1/q).

Corollaire (B–Dellepiane–Mashreghi, 2026+)
Soient 1 < p ≤ q < ∞. Si |αn| est décroissant, alors les énoncés suivants
sont équivalents:
(i) ∥Lα∥ℓp→ℓq < ∞;
(ii) ∥Rα∥ℓp→ℓq < ∞;

(iii) αn = O
(
n− 1

q − 1
p∗
)
.
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Une remarque intéressante

• Si 1 < p ≤ q < ∞ et |αn| est décroissant, alors

∥Lα∥ℓp→ℓq < ∞ ⇐⇒ αn = O
(
n− 1

q − 1
p∗
)

=⇒ αn = O
(
n

− 1
q2

− 1
p∗
2
)

⇐⇒ ∥Lα∥ℓp2 →ℓq2 < ∞

si 1
q2

+ 1
p∗

2
≤ 1

q + 1
p∗ .

Question : L’implication est-elle vraie même si |αn| n’est pas décroissant ?
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Une implication générale

Théorème (B–Dellepiane–Mashreghi, 2026+)
Soient 1 < p ≤ q < ∞. Alors

∥Lα∥ℓp→ℓq < ∞ ⇐⇒ ∥Lα∥ℓp2 →ℓq2 < ∞

pour tout 1 < p2 ≤ q2 < ∞ si et seulement si

1
q2

+ 1
p∗

2
+ max

{∣∣∣∣∣ 1
q2

− 1
p∗

2

∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣1q − 1

p∗

∣∣∣∣ , 0
}

≤ 1
q + 1

p∗ .
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La L-matrice de Hilbert

Définition
Soit s ∈ R \ (−N0). La L-matrice de Hilbert est la matrice

Ls :=
[ 1

max{i , j} + s

]
i , j ≥ 0

=



1
s

1
1+s

1
2+s

1
3+s · · ·

1
1+s

1
1+s

1
2+s

1
3+s · · ·

1
2+s

1
2+s

1
2+s

1
3+s · · ·

1
3+s

1
3+s

1
3+s

1
3+s · · ·

...
...

...
... . . .


.

Remarque
L1 = CC∗ ≈ C + C∗.
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La norme de la L-matrice de Hilbert
(Partie 1)

Théorème (B–Mashreghi, 2021)

Supposons que s ≥
√

2
4 . Alors ∥Ls∥ℓ2→ℓ2 = 4.

•∥Ls∥ℓ2→ℓ2 ≥ ∥Lse1∥ℓ2 ≥ a0 = 1
s .

Question : Quelle est la valeur de s0 := inf{s > 0 : ∥Ls∥ℓ2→ℓ2 = 4} ?
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La norme de la L-matrice de Hilbert
(Partie 1)

Théorème (B–Mashreghi, 2022)
Soit s0 = inf{s > 0 : ∥Ls∥ℓ2→ℓ2 = 4}. Alors

0.347 ≈

√
48 + 18

√
3 −

√
3 − 3

12 ⩽ s0 ⩽

√
2
4 ≈ 0.353.
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Une observation importante

Théorème (Štampach, 2021)
Soit α une suite de nombres réels tels que αn+1 ̸= αn pour tout n ≥ 0.
Alors l’inverse formel de la L-matrice Lα est la matrice de Jacobi

B =


b0 −b0

−b0 b0 + b1 −b1
−b1 b1 + b2 −b2

−b2 b2 + b3 −b3
. . . . . . . . .

 ,

où bn := (αn − αn+1)−1.
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La valeur exacte de s0

Soit 3F2

(
a, b, c

d , e

∣∣∣∣ z
)

la fonction hypergéometrique généralisée 3F2.

Théorème (Štampach, 2021)
Soit s0 = inf{s > 0 : ∥Ls∥ℓ2→ℓ2 = 4}. Alors s0 est l’unique racine positive
de la fonction

s 7→ 3F2

(
−1/2, 1/2, 3/2

1, s + 1/2

∣∣∣∣ 1
)

.

Numériquement, on a s0 ≈ 0.349086.
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La norme de la L-matrice de Hilbert
(Partie 2)

Théorème (Štampach, 2021)
Si 0 < s < s0, alors ∥Ls∥ℓ2→ℓ2 = 4

1−4x2(s) , où x(s) est l’unique racine dans
l’intervalle (0, 1/2) de la fonction

t 7→ 3F2

(
t − 1/2, t + 1/2, t + 3/2

2t + 1, t + s + 1/2

∣∣∣∣ 1
)

.

Remarque
Les méthodes de Štampach fonctionnent également pour les s négatifs si
s /∈ −N0. Dans ce cas, il a conjecturé qu’il existe au plus deux valeurs
propres distinctes de Ls .
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Une extension aux espaces ℓp

Théorème (B–Mashreghi, 2022)

Si s ≥ 1 et 1 < p < ∞, alors ∥Ls∥ℓp→ℓp = p2

p−1 .

Question : Quelle est la valeur de s0(p) := inf
{
s > 0 : ∥Ls∥ℓp→ℓp = p2

p−1
}
?
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