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Définitions et exemples
©00000000

Les matrices infinies

e Tout opérateur linéaire borné A : £2 — ¢? admet une représentation
unique comme matrice infinie

Q11 Q12 Q13

Q21 @22 Q23

A=
Q31 (32 Q33 |’

ol ajj = (Aej, €j).
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Définitions et exemples
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Quelques questions

e Etant donné une matrice infinie A, représente-t-elle un opérateur borné
2
sur /=7
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Définitions et exemples
0@0000000

Quelques questions

e Etant donné une matrice infinie A, représente-t-elle un opérateur borné
2
sur /=7

e Si oui, quelle est la valeur de sa norme d’opérateur

A
HAH£2_>K2 ‘= sup M 2
x7#£0 ||XH2
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Définitions et exemples
0@0000000

Quelques questions

e Etant donné une matrice infinie A, représente-t-elle un opérateur borné
2
sur /=7

e Si oui, quelle est la valeur de sa norme d’opérateur

A
HAH€2_>K2 ‘= sup M ?
x7#£0 ||XH2

e Si la valeur de ||A||;2_ est inconnue, peut-on trouver des bornes
supérieures 7
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Définitions et exemples
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Exemple : La matrice de Hilbert

Définition
La matrice de Hilbert est la matrice

=
'_[i+j+lid>0_

- Ol DR W N
© OlR Gl DR Wk
+ NI Ol O B

s BR W N
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Définitions et exemples
00®000000

Exemple : La matrice de Hilbert

Définition
La matrice de Hilbert est la matrice

=
'_[i+j+lid>0_

- Ol DR W N
© OlR Gl DR Wk
+ NI Ol O B

s BR W N

e H est un opérateur borné sur (2 et |H||,2_p2 = 7.
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Définitions et exemples

[e]e]e] lelelelele]

Exemple : La matrice de Cesaro

La matrice de Cesaro C est la matrice

1 0 0 O

1 1

5 5 0 0
ci=|3 5§ o0

1 1 1 1

4 4 4 1
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Définitions et exemples

[e]e]e] lelelelele]

Exemple : La matrice de Cesaro

La matrice de Cesaro C est la matrice

1 0 0 O

1 1

5 5 0 0
ci=|3 5§ o0

1 1 1 1

4 4 4 1

e C est un opérateur borné sur /2 et ||C||,o_p2 = 2.
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Définitions et exemples
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Les L-matrices

Définition

Soit o = (ap)n>0 une suite de nombres complexes. Une L-matrice est une
matrice infinie de la forme

Qp a1 @2 Q3
a1 1 Q2 O3

a3z a3 @z a3
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Définitions et exemples
000080000

Les L-matrices

Définition

Soit o = (ap)n>0 une suite de nombres complexes. Une L-matrice est une
matrice infinie de la forme

ap a1 Qo Q3
a1 1 G2 Qa3

a3z a3 @z a3

Question : Sous quelles conditions la matrice L, agit comme un
opérateur borné sur ¢2, et quelle est sa norme ?
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Définitions et exemples
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Origine des L-matrices

V. Companion. A loyal companion of the Hilbert matrix is the matrix

b r

. Ly
11 1 1

L= % ? '-1” or L, = 2 2
P 1 1
| J L 7 n |

whose entries run in a reversed-L-shaped pattern.

[4 Choi, M. D. (1983). Tricks or treats with the Hilbert matrix. The
American Mathematical Monthly, 90(5), 301-312.
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Motivation

Espaces de Dirichlet pondérés

Definition
Soient w une fonction positive superharmonique sur D et f € Hol(ID). On
définit

D.(F) = [ 1F(2)Pw(z) dA).

ol dA est la mesure d’'aire normalisée sur D. L'espace de Dirichlet pondéré
D,, est I'ensemble des fonctions f € Hol(D) telles que D, (f) < oo.

Example

Les poids w(z) = (1 — |z|?)%, ot 0 < a < 1 interpolent entre I'espace de
Dirichlet D (quand o = 0) et I'espace de Hardy H? (quand o = 1).
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Définitions et exemples
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Motivation
Multiplicateur d'"Hadamard

Définition

Soient f(z) := 372 axz* et g(z) := Y202 o bkz" deux séries formelles.
Leur produit d'Hadamard est définie par

(fxg)(z Zakbkz

Les multiplicateurs d'Hadamard de D,, sont les séries formelles h pour
lesquelles hx f € D,, pour tout f € D,,.

Ludovick Bouthat (ULaval) L-Matrices as Operators from £P to £9
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Définitions et exemples sultats classiques a ¢ La L-matrice de Hilbert
000000008 00 o

Motivation

Caractérisation des multiplicateurs d'Hadamard sur D,

Théoreme (Mashreghi—Ransford, 20

h(z) = %2 ckz® est un multiplicateur d'Hadamard de D,, pour toute
fonction superharmonique w si et seulement si la L-matrice

Ci—Cp C—C C3—C C —¢C3
Ch—C C—C C3—C C —C3
C3—C (C3—C (C3—C C—¢C3
Chp—C3 C4—C C4—C C—C3

L(Cn+1_cn)n

agit comme un opérateur borné sur (2.
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Les résultats classiques
©00000

Une condition nécessaire

Remarquons que

HLaenH%
llenll3
(n+ 1)|anl® + |ans1* + |ansa + -

nlo|?.

ILallferse >

v
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Les résultats classiques
©00000

Une condition nécessaire

Remarquons que

HLaenH%
llenll3
(n+ 1)|anl® + |ans1* + |ansa + -

nlo|?.

ILallferse >

v

Ainsi, pour que ||Ly||2_p2 < 00, il est nécessaire que

o= of)
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Les résultats classiques
080000

L'insuffisance de la condition

Alors ||La||2—pe = o0 et L, n'est pas un opérateur borné sur /2.

Il suffit de considérer la suite de vecteurs
Xp = (1a,2°‘,...,n°‘,0,0,...)”

lorsque n — oc.
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Les résultats classiques
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L'optimalité de la condition

Considérons la L-matrice L, ou

1/n® si n=2k k>0,

0 sinon,

et ou v > 1/2.
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Les résultats classiques
008000

L'optimalité de la condition

Considérons la L-matrice L, ou

{1/n°‘ si n=2K k>0,
o =

0 sinon,

et ou v > 1/2. Alors

[e%} 0 0 1
ILallfse < 3 0f= 3 (228 4 1o <43 sy < oo
ij= k=0 k=0
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Définitic Les résultats classiques ats s La L-matric

[e]e]e] lele]

Une condition suffisante

Un cas particulier

Théoreme (B-Mashreghi, 2021)

Soit L, une L-matrice telle que (|can|)n>0 est une suite strictement
décroissante. Si

A qup 2l (ln-1] + et

)
neN |O‘n—1‘ - ’an|

alors L, est un opérateur borné sur (2 et ||La|l;2—r2 < 2max{|apl|, A}.
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Les résultats classiques s réc a de Hilbert
000080 5 OC

Une condition suffisante
Le cas général

Théoreme (B—Mashreghi, 2021)

Soient L., une L-matrice et (0,)n>0 une suite de nombre positifs
strictement décroissants. Si

A e sup ol 001) (] +61)
neN 5n71 - 5n

< 00,

alors L, est un opérateur borné sur (2 et ||Ly | e < max{|ag| + do, A}.
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Les résultats classiques
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Caractérisation compléte de O(n™ )

Considérons la L-matrice Ly, ot ay = O(1/n). Alors ||La||;2—p2 < 0.
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Les résultats classiques
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Caractérisation compléte de O(n™ )

Considérons la L-matrice Ly, ot ay = O(1/n). Alors ||La||;2—p2 < 0.

Corollaire (B-Mashreghi, 2021)

Soit L, une L-matrice. La condition o, = O(1/n%) est
1.

2!

® nj nécessaire, ni suffisante si % <a<l;

® nécessaire si @ =

® suffisante siav = 1;

pour que L, soit un opérateur borné sur (2.
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Les résultats récents
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[Submitted on 27 Mar 2025 (v1), last revised 28 Aug 2025 (this version, v3)]
Boundedness, compactness and Schatten
class for Rhaly matrices

Carlo Bellavita, Eugenio Dellepiane, Georgios Stylogiannis

In this article we present new proofs for the boundedness and the
compactness on 2 of the Rhaly matrices, also known as terraced
matrices. We completely characterize when such matrices belong to
the Schatten class $¥(£?), for 1 < g < oco. Finally, we apply our
results to study the Hadamard multipliers in weighted Dirichlet
spaces, answering a question left open by Mashreghi-Ransford.
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Les résultats récents
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Les matrices de Rhaly

Définition
Soit & = (ap)n>0 une suite de nombres complexes. Une matrice de Rhaly
est une matrice infinie de la forme

ap 0 0 O
a; o1 0 O
R,= |02 a2 a2 O

a3 a3 a3 Q3
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Les résultats récents
0@000000

Les matrices de Rhaly

Définition

Soit & = (ap)n>0 une suite de nombres complexes. Une matrice de Rhaly
est une matrice infinie de la forme

ap 0 0 O
a; o1 0 O
R,= |02 a2 a2 O

a3 a3 a3 Q3

Observation : L, ~ R, + R}.
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Les résultats récents
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Une caractérisation compléte pour 2> — (2

Théoreme (B-Dellepiane-Mashreghi, 2026+ )
Les énoncés suivants sont équivalents:

() Ialle—e < oo;

(ii) [|Ralle—e < oo;

(iii) D Jox|* =0(n71).
k=n

De plus, on a

1
\fIIR alle—se < sup (n+1)2 (Z Iakl2> <lLallpse < 2[|Ralle—e-

Ludovick Bouthat (ULaval)
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Les résultats récents
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Un résultat général pour R,

Théoreme (Bennett, 1991)

Soient 1 < p,q < oo et posons p* = ﬁ, gt = ﬁ et r le nombre

satisfaisant % = % — %. Alors R,, est borné de /P vers {9 si et seulement si

(i) an=0(n""*) (1<p<oo, g=o0);

(i) a9 (1=p<qg< o)
(0.0)

(iii) > laxl? = o(n~9/P") (1<p<g< o)
k=n
oo o) —r/p

(iv) Z K" || (Z |am|q) < 00 (1<g<p<x)
k=1 m=k
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Les résultats récents
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Un équivalent pour L,

Théoreme (B—Dellepiane-Mashreghi, 2026+)
Soient 1 < p < q < co. Alors les énoncés suivants sont équivalents:
(i) [[Lallep—sea < 00,
(i) IRaller—sea <00 et [[Rallgar _por < 00;
(iii)) > fon|? = O(n~9P") et f: o |[P” = O(n=P"/9).
k=n k=n
De plus, on a alors

|| Ra II/zmzq + | Ra ||zq Lo
p*qi + q(p*)7

< ||Lallp—ea < |

Ludovick Bouthat (ULaval)
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Les résultats récents
00000800

Corollaires intéressants

Corollaire (B—Dellepiane-Mashreghi, 2026+)

Soit 1 < q < 00. Alors ||La||g1_ypa < 00 si et seulement si o € £9 et
o = O(nfl/q).
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s classiques Les résultats récents
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Corollaires intéressants

Corollaire (B—Dellepiane-Mashreghi, 2026+)

Soit 1 < q < 00. Alors ||La||g1_ypa < 00 si et seulement si o € £9 et
o = O(nfl/q).

Corollaire (B—Dellepiane-Mashreghi, 2026+)

Soient 1 < p < q < 00. Si || est décroissant, alors les énoncés suivants
sont équivalents:

(i) [ILallep—sea < 00,
(i) |Rallep—sra < 00;

(iii) ap = O(n_%_f%*).
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Les résultats récents
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Une remarque intéressante

e Sil<p<qg<ooet|ap| est décroissant, alors

1_ 1
ILallooi <00 = an=0(n"a"7)

Ludovick Bouthat (ULaval) L-Matrices as Operators from £P to £9 June 1st, 2026 23 /32



Les résultats récents
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Une remarque intéressante

e Sil<p<qg<ooet|ap| est décroissant, alors

< HLangzﬁgln < 0
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Les résultats récents

00000080

Une remarque intéressante

e Sil<p<qg<ooet|ap| est décroissant, alors
1
q p

HLaHzP24)€q2 < 0

<1 :
S5t
L'implication est-elle vraie méme si |a,| n'est pas décroissant ?
23 / 32

June 1st, 2026

Question :

L-Matrices as Operators from £P to £9

Ludovick Bouthat (ULaval)



Les résultats récents
0000000e

Une implication générale

Théoreme (B—Dellepiane-Mashreghi, 2026+)
Soient 1 < p < g < o0. Alors

HLOéprﬁfq < 0 — HLOépr24)Zq2 < 0

11
; 0p < —+—.
q p

pour tout 1 < pp < gp < o si et seulement si

1 1

'1 1
q p*
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ésultats classiques a cents La L-matrice de Hilbert
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La L-matrice de Hilbert

Définition
Soit s € R\ (—Np). La L-matrice de Hilbert est la matrice

roi i 1 1 ]

s 1+s 24s 3+s
1 1 1 1

1+s 1+s +s  3+s

L [ 1 ] B I U W U O

5= |=—7— 2+s 2+4s 2+s 3+s
max{i,j} +51; ;>0 1 1 1 1

3+s 3+s 34s 3+s
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La L-matrice de Hilbert

Définition
Soit s € R\ (—Np). La L-matrice de Hilbert est la matrice

roi i 1 1 ]

s 1+s 24s 3+s
1 1 1 1

1+s 1+s +s  3+s

L [ 1 ] B I U W U O

5= |=—7— 2+s 2+4s 2+s 3+s
max{i,j} +51; ;>0 1 1 1 1

3+s 3+s 34s 3+s

Remarque
Ly =CC*= C+ C*.
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La L-matrice de Hilbert
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La norme de la L-matrice de Hilbert
(Partie 1)

Théoreme (B-Mashreghi, 2021)

Supposons que s > 4. Alors || Ls||p2— 2 = 4.
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La L-matrice de Hilbert
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La norme de la L-matrice de Hilbert
(Partie 1)

Théoreme (B-Mashreghi, 2021)

Supposons que s > 4. Alors || Ls||p2— 2 = 4.

oLl > |Lser]le > a0 = 1.
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La L-matrice de Hilbert
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La norme de la L-matrice de Hilbert
(Partie 1)

Théoreme (B-Mashreghi, 2021)

Supposons que s > 4. Alors || Ls||p2— 2 = 4.

o|Lsllee > |ILserlle > a0

jil s

Question : Quelle est la valeur de sp :=inf{s > 0: ||Ls|[osp2 = 4} 7
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La L-matrice de Hilbert
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La norme de la L-matrice de Hilbert
(Partie 1)

Théoreme (B-Mashreghi, 2022)
Soit so = inf{s > 0 : ||Ls||,2_,;2 = 4}. Alors

\/48 +18v/3 — /3 —3
0.347 ~ \1/; V3

< 5 <
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s classiques La L-matrice de Hilbert
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Une observation importante

Théoréme (Stampach, 2021)

Soit o une suite de nombres réels tels que ap1 # o, pour tout n > 0.
Alors l'inverse formel de la L-matrice L, est la matrice de Jacobi

bo —bo
—by by + by —b1
B — —b1 bi+b  —b

—by by+b3 —b3

Ludovick Bouthat (ULaval)
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La L-matrice de Hilbert
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La valeur exacte de s

Soit 3F; <a7db7ec

Théoreme (Stampach, 2021)

z) la fonction hypergéometrique généralisée 3F».

Soit so = inf{s > 0 : || Ls||,2_,;2 = 4}. Alors sq est I'unique racine positive
de la fonction

~1/2,1/2, 3/2
Sl—>3F2< 1,S+1/2 ‘1)

Numériquement, on a sp =~ 0.349086.

Ludovick Bouthat (ULaval) L-Matrices as Operators from £P to £9 June 1st, 2026 29 /32



La L-matrice de Hilbert
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La norme de la L-matrice de Hilbert
(Partie 2)

Théoréme (Stampach, 2021)

Si0 < s < sy, alors ||Ls||p_sp2 =
I'intervalle (0,1/2) de la fonction

. 3,__2<t1/2, t+1/2, t+3/2‘1>.

4 N ;. .
@) O x(s) est I'unique racine dans

2t +1,t+s+1/2

Ludovick Bouthat (ULaval)
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ats classiques C La L-matrice de Hilbert
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La norme de la L-matrice de Hilbert

(Partie 2)

Théoreme (Stampach, 2021)

Si0 < s < sy, alors ||Ls||p_sp2 =
I'intervalle (0,1/2) de la fonction

4 N ;. .
@) O x(s) est I'unique racine dans

. 3,__2<t1/2, t+1/2, t+3/2‘1>‘

2t +1,t+s+1/2

Remarque

Les méthodes de Stampach fonctionnent également pour les s négatifs si
s ¢ —Np. Dans ce cas, il a conjecturé qu'il existe au plus deux valeurs
propres distinctes de L.
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La L-matrice de Hilbert
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Une extension aux espaces (P

Théoreme (B-Mashreghi, 2022)

Sis>1etl<p<oo, alors||Ls[le—er = F5.

Ludovick Bouthat (ULaval) L-Matrices as Operators from £P to £9 June 1st, 2026



La L-matrice de Hilbert
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Une extension aux espaces (P

Théoreme (B-Mashreghi, 2022)

Sis>1etl<p<oo, alors||Ls|lme = L.

2

Question : Quelle est la valeur de sp(p) := inf{s > 0 : ||Ls[le—er = ;75 }7
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