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Observations clés Processus itératif

Observation 1 (Indépendance de la moyenne)

→
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Observation 2 (La puissance des nombres complexes)

→
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Observation 3 (Une base cyclique)

• Si ζn := e−2πi/n, alors les vecteurs

ω0 :=


1
1
...
1

, ω1 :=


ζ0
n

ζ1
n...

ζn−1
n

, ω2 :=


ζ0
n

ζ2
n...

ζ
2(n−1)
n

, · · · , ωn−1 :=


ζ0
n

ζn−1
n...

ζ
(n−1)2
n



· · ·

forment une base orthonormale de Cn.
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Changement de base

• On peut donc représenter n’importe quel vecteur z ∈ Cn dans la base
Ω := {ω0,ω2, . . . ,ωn−1}.

• Si z = z̃0ω0 + z̃1ω1 + z̃2ω2 + · · ·+ z̃n−1ωn−1, alors

z =
[
ω0 |ω1 | · · · |ωn−1

] 
z̃0
z̃1...

z̃n−1

 =: W z̃

En particulier,
z̃ = W−1z
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Remarque importante

•W =
[
ω0 |ω1 | · · · |ωn−1

]
• z̃ = W−1z

• Puisque l’on suppose que z0 + z2 + · · ·+ zn−1 = 0, on a z̃0 = 0.

· · ·
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Le processus itératif

•W =
[
ω0 |ω1 | · · · |ωn−1

]
• z̃ = W−1z • z̃

(0)
0 = 0

• On considère un vecteur z (0) ∈ Cn quelconque. SPDG on suppose que
z
(0)
0 + z

(0)
1 + · · ·+ z

(0)
n−1 = 0.

• On envoie le vecteur z (k) au vecteur z (k+1) ∈ Cn définit par

z
(k+1)
j =

z
(k)
j + z

(k)
j+1

2
.

• On normalise le vecteur z (k) par une certaine constante ρ ≥ 1.
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La transformation z (k) 7→ z (k+1)

•W =
[
ω0 |ω1 | · · · |ωn−1

]
• z̃ = W−1z • z̃

(0)
0 = 0

• On a donc

z (k+1) =


z
(k+1)
0

z
(k+1)
1 ...
z
(k+1)
n−1

= ρ


1
2

1
2 0 · · · 0

0 1
2

1
2 · · · 0

0 0 1
2 · · · 0

...
...

...
. . .

...
1
2 0 0 · · · 1

2



z
(k)
0

z
(k)
1...

z
(k)
n−1

 =: ρT2z (k).

• Ainsi, on a itérativement

z (k) =
(
ρT2

)kz (0).
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Diagonalisation de Tk

•W =
[
ω0 |ω1 | · · · |ωn−1

]
• z̃ = W−1z • z̃

(0)
0 = 0 • z (k) =

(
ρT2

)kz (0)

• On a

T2 = W diag(λ0, λ1, . . . , λn−1)W
−1 = WΛW−1.

• Ainsi,

z(k) = (ρT2)
kz (0) =⇒ z(k) = W (ρΛ)kW−1z (0)

=⇒ W−1z(k) = (ρΛ)k(W−1z (0))

=⇒ z̃(k) = (ρΛ)k z̃ (0)

=⇒ z̃
(k)
j = (ρλj)

k z̃
(0)
j , ∀j .
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Les valeurs propres de Tk

•W =
[
ω0 |ω1 | · · · |ωn−1

]
• z̃ = W−1z • z̃

(0)
0 = 0 • z̃

(k)
j = (ρλj)

k z̃
(0)
j

• λj := cos
(πj

n

)
e

πij
n pour j = 0, 1, . . . , n − 1.

• |λj | atteint son maximum en j = 1 et j = n − 1 lorsque j ̸= 0.

• On pose ρ := sec
(
π
n

)
= |λ1|−1. On a donc |ρλj | = |λj |/|λ1| < 1 pour

2 ≤ j ≤ n − 2 et |ρλj | = |λj |/|λ1| = 1 pour j = 1 et j = n − 1.
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La limite

•W =
[
ω0 |ω1 | · · · |ωn−1

]
• z̃ = W−1z • z̃

(0)
0 = 0 • z̃

(k)
j = (ρλj)

k z̃
(0)
j

• Il s’ensuit des remarques précédentes que

lim
k→∞

z̃
(2nk)
j = lim

k→∞
(ρλj)

2nk z̃
(0)
j =

{
z̃
(0)
j si j = 1, n − 1;
0 sinon.

lim
k→∞

z(2nk) = W lim
k→∞

z̃(2nk)

=
[
ω0 |ω1 | · · · |ωn−1

]


0
z̃1...
0

z̃n−1


= z̃1ω1 + z̃n−1ωn−1.
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Pourquoi une ellipse?

ℓ = 1

ℓ = n

ℓ = 1

ℓ = n
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Fin

Merci et bonne journée des maths!
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