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Observations clés
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Observation 1 (Indépendance de la moyenne)
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Observation 2 (La puissance des nombres complexes)
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Observation 3 (Une base cyclique)

eSi(, = e2m/n alors les vecteurs

0 0 0
' < 2 "
1 n—
. 1 . Cn . n X n
Wo = ||, W1:= : y, W2 i= : y Tty Wp—1 1= :
n—1 2(n-1) n—1)2
1 ; n i

forment une base orthonormale de C".

Ludovick Bouthat (ULaval) Quand le lissage crée des ellipses /2025 4 /13



Observations clés
[e]e]e] o]

Changement de base

e On peut donc représenter n'importe quel vecteur z € C"” dans la base
Q:={wo,wo,...,wn-1}.
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Changement de base

e On peut donc représenter n'importe quel vecteur z € C"” dans la base
Q:={wo,wo,...,wn-1}.

e Si z=Zywo + Z1w1 + Zowo + - -+ + Zy_1wp_1, alors

z=[wolwi| - |wp1] | T | = WZ
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Changement de base

e On peut donc représenter n'importe quel vecteur z € C"” dans la base
Q:={wo,wo,...,wn-1}.

e Si z=Zywo + Z1w1 + Zowo + - -+ + Zy_1wp_1, alors

z=[wolwi| - |wp1] | T | = WZ

En particulier,
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Remarque importante

e Puisque I'on suppose que zg+ 2>+ -+ 2,1 =0, on a zg = 0.
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Processus itératif
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Le processus itératif

oW =[wo|wi| - |wn1] ez=W"1z ez’ =0

e On considére un vecteur z(9) € C" quelconque. SPDG on suppose que

42"+ w20 =0
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Le processus itératif

0W:[¢~'0|w1|~-~|w,,,1} 7= W1z OE(()O):O

e On considére un vecteur z(9) € C" quelconque. SPDG on suppose que
(0) + 2(0) ot Zr(r(i)l _
e On envoie le vecteur z(¥) au vecteur z(k+1) e C" définit par
( ) (k)
JUkH1) _ + 2z
J 2 )
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Le processus itératif

oW=lwlan| o] eZ=wlz o3 =0

e On considére un vecteur z(9) € C" quelconque. SPDG on suppose que
(0) + 2(0) 4 Zr(r(i)l _

e On envoie le vecteur z(¥) au vecteur z(k+1) e C" définit par
( ) (k)
JUkH1) _ +zy
J 2 :

e On normalise le vecteur z(¥) par une certaine constante p > 1.
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La transformation z(K) s Zz(k+1)

oW=[wylwi| - |wra] eZ=Wlz e3P =0
e On a donc
11 -
k+1 5 3 0 0 K
P 2 2 o] [
2kt 2 2 L)
2(k+1) — |41 —,lo 01 0 1 B p_,_2z(k)
(k+1) ol : ()
Zn— 1 1| Lz~
! 5 0 0 5 1
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La transformation z(K) s Zz(k+1)

oW=[wylwi| - |wra] eZ=Wlz e3P =0
e On a donc
11 -
k+1 5 3 0 0 K
z5<t 2 2 o] [
Sk+1) _ |4 | =pl|0 0 3 0 |2 | = pTpz®
(k+1) Do T )
Zn— 1 1| Lz~
! 5 0 0 5 1

e Ainsi, on a itérativement

2K = (pT2) 2.
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Diagonalisation de T

To = Wdiag(Xo, A1, ..o, Ap1) WL = WAWTL,
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Processus itératif
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Diagonalisation de T

To = Wdiag(Xo, A1, ..o, Ap1) WL = WAWTL,

e Ainsi,

20 = (pT,)< 2 20 = W(pN) kw12
w200 = (pn)(wt29)
z() = (pN)kZ©)

29 = ()2, .

I
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Les valeurs propres de T

o)\ —cos(#)en pour j =0,1,...,n— 1.
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Les valeurs propres de T

o)\ —cos(#)en pour j =0,1,...,n— 1.

e |\j| atteint son maximum en j =1 et j = n— 1 lorsque j # 0.
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Les valeurs propres de T

;i —cos(#)en pour j=0,1,...,n—1.
e |\j| atteint son maximum en j =1 et j = n— 1 lorsque j # 0.

e On pose p :=sec(Z) = |A1|7. On a donc |pAj| = |Aj|/|A1] < 1 pour
2<j<n—=2et|pAj|=|\|/|[M|=1pourj=1etj=n—1.
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La limite

'W:[‘U0|w1|"'|wn71} ez=W"1z .2(()0):0 oE}k):(p/\j)kE}(O)

e |l s’ensuit des remarques précédentes que

S0 & i1 -1
fim 20 _ i (@ _ 5 S J =Ll
k|—>moozf k|—>moo(p i) % 0 sinon.
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La limite
oW = [wo|wi| - |wn1] ez=W"1z 02(()0):0 .%(k):(p/\)k%{o)
e |l s’ensuit des remarques précédentes que
(0) : .
. . Z: si j=1,n—-1;
lim 2™ = |im (p)\j)2”k2{-o) =<7 J ’
k—o0 k—o0 J 0 sinon.
lim z(2%) = W |im z(27)
k—o0 k—00 0
z1
0
En—l

= Z1W1 + Zp—1Wp-1.
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Pourquoi une ellipse?
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Merci et bonne journée des maths!
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