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Définitions et exemples
00000000

Le contexte

o (2= {x:|x|2 < oo}, ou

IX[l2 ==

(o]
> Il
n=1
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Définitions et exemples

®0000000

Le contexte

o (2= {x:|x|2 < oo}, ou

e A: (%> — (% un opérateur linéaire.
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Définitions et exemples
0e000000

Les matrices infinies

Tout opérateur linéaire borné A : £2 — ¢? admet une représentation unique
comme matrice infinie

a1 d12 a3
d21 422 a3

A=
a31 a32 a3 |’

ou aj = (Aej, ;).
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Définitions et exemples
[e]e] lelelele]e]

Quelques questions

e Etant donné une matrice infinie A, représente-t-elle un opérateur borné
2
sur (=7
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Définitions et exemples
[e]e] lelelele]e]

Quelques questions

e Etant donné une matrice infinie A, représente-t-elle un opérateur borné
2
sur (=7

e Si oui, quelle est la valeur de sa norme d’opérateur

A
||A||€2—>Z2 = sup M ?
x7#0 [[x1|2
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Définitions et exemples
[e]e] lelelele]e]

Quelques questions

e Etant donné une matrice infinie A, représente-t-elle un opérateur borné
2
sur (=7

e Si oui, quelle est la valeur de sa norme d’opérateur

A
||A||€2—>Z2 = sup M ?
x7#0 [[x1|2

e Si la valeur exacte de ||Al[;2_,2 n'est pas connue, quelles bornes
supérieures peuvent étre obtenues ?
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Définitions et exemples
[e]e]e] lelele]e]

Exemple : La matrice de Hilbert

Approximation de fonctions continues

e Soit f une fonction continue sur [0, 1].
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Définitions et exemples
[e]e]e] lelele]e]

Exemple : La matrice de Hilbert

Approximation de fonctions continues

e Soit f une fonction continue sur [0, 1].

Question : Quel polynéme de degré n approxime le mieux la fonction f
sur [0, 1] par rapport & la norme £2([0,1]) ?
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Définitions et exemples
[e]e]e] lelele]e]

Exemple : La matrice de Hilbert

Approximation de fonctions continues

e Soit f une fonction continue sur [0, 1].

Question : Quel polynéme de degré n approxime le mieux la fonction f
sur [0, 1] par rapport & la norme £2([0,1]) ?

1 2
minimiser / (ZZ:O crxk — f(x)) dx .
0
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Définitions et exemples
[e]e]e]e] Telele]

Exemple : La matrice de Hilbert

La solution

Hilbert (1894) a montré que les coefficients du polynéme sont obtenus en
résolvant le systéme d'équations linéaires

Hn+1c = b7

ot ¢ = (co,---,¢n)" et b= (bo,...,bn)" est défini par by = fol f(x)xkdx
et H,.1 est la matrice de Hilbert d'ordre n+ 1.
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Définitions et exemples Rés r les [-matrices trice de Hilbert
[e]e]e]ele] lele] o] o] o}

Exemple : La matrice de Hilbert

La matrice de Hilbert d'ordre n

Définition
La matrice de Hilbert d’ordre n est la matrice

1
H, = |::| o
i+j+1]o<ij<n1

Exemple

La matrice de Hilbert d'ordre 4 est la matrice

BlR W= N~ =
QiR DR W NI
= Cll= D= Wi
N Ol Ol B
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Définitions et exemples s sur L-matrices E e de Hilbert
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Exemple : La matrice de Hilbert

La matrice de Hilbert

inition
La matrice de Hilbert (infinie) est la matrice

1
o |:i+j+1:|i,j20 ;

CORIR Wk R
Ol B W N

o= Ol B W
- Nl O Ol D
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Définitions et exemples s sur L-matrices E e de Hilbert
00000080

Exemple : La matrice de Hilbert

La matrice de Hilbert

inition
La matrice de Hilbert (infinie) est la matrice

1
o |:i+j+1:|i,j20 ;

Ol B W N
- Ol Ol B W
- NIR Ol Ol B

R W N

e H est un opérateur borné sur £2 et |H||,2_p2 = 7.
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Définitions et exemples
0O000000e

Exemple : La matrice de Cesaro

Définition

La matrice de Cesaro C est la matrice

1 0 0 O

1 1

5 3 0 0
c=|t 1o

1 1 1 1

4 4 4 37
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Définitions et exemples 2 ats sur L-matrices E le Hilbert
0O000000e

Exemple : La matrice de Cesaro

inition
La matrice de Cesaro C est la matrice

1 0 0 O

1 1

5 3 0 0
c=|t 1o

1 1 1 1

4 4 4 37

e C est un opérateur borné sur £2 et ||C||2_2 = 2.
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Résultats sur les L-matrices
00000000000

Motivation

Multiplicateurs d'espaces de fonctions

e Soit X un espace de Banach de fonctions analytiques sur le disque unité
D.
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Résultats sur les L-matrices
00000000000

Motivation

Multiplicateurs d'espaces de fonctions

e Soit X un espace de Banach de fonctions analytiques sur le disque unité
D.

e Caractériser les multiplicateurs de X, i.e., les fonctions h telles que
hxf € X pour tout f € X, est essentiel dans I'étude des espaces de
fonction pour identifier, p. ex., I'ensemble des zéros, les sous-espaces
invariants, les éléments cycliques, etc.
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s et exemples Résultats sur les L-matrices E e de Hilbert
0Oe000000000

Motivation

Caractérisation des multiplicateurs d'Hadamard sur D,

Théoréme (Mashreghi-Ransford

Si w est une fonction superharmonique, alors h(z) = >_7 ckz* est un
multiplicateur d’Hadamard pour 'espace de Dirichlet pondéré D,, si et
seulement si la L-matrice

Cl—Cp C—C C3—C C—C3
Ci C—C C—C C —C3
Thi=lcn1] —[cn] = | B3~ G- G- G-

Chp—C3 C4—C3 C—C C—C3

agit comme un opérateur borné sur .
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nitions et exemples Résultats sur les L-matrices ri e Hilbert
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Les L-matrices

Définition

Soit (an)n>0 une suite de nombres (positifs). Une L-matrice est une
matrice infinie de la forme

a 41 4a2 a3
dlp d1 a2 as
A:=[ag]= |32 &2 a a3
a3 a3 43 as
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nitions et exemples Résultats sur les L-matrices ri e Hilbert
[e]e] le]elelelele]e]e] O

Les L-matrices

Définition

Soit (an)n>0 une suite de nombres (positifs). Une L-matrice est une
matrice infinie de la forme

a 41 4a2 a3
dlp d1 a2 as
A:=[ag]= |32 &2 a a3
a3 a3 43 as

Question : Sous quelles conditions la L-matrice [a,] agit comme un
opérateur borné sur £2, et quelle est sa norme ?
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Résultats sur les L-matrices
[ee]e] lelelelele]e]e]

Une condition nécessaire

Remarquons que

1AXI3 . [lAe 3

”A”§2—>€2 = sup

0 x5~ llenll3
= (n+ Dlanf* + [ans1 [ + [angal* + -
> nlap|?.
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Résultats sur les L-matrices
[ee]e] lelelelele]e]e]

Une condition nécessaire

Remarquons que

2 2
_ o 1453 [1Aen3

A7 =
0 [IX113 lenll

—(?

= (n+1)[an* + |ans1]* + |ans2f®

Y

nla,|?.

Ainsi, pour que [|A||;2_2 < 00, il est nécessaire que
1

»= ()
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Résultats sur les L-matrices
[e]e]ele] Telelelele]e]

L'optimalité de cette condition

Considérons la L-matrice A = [a,] ou

1/n® si n=2k k>0,

0 sinon,

et ot a > 1/2.
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Résultats sur les L-matrices
[e]e]ele] Telelelele]e]

L'optimalité de cette condition

Considérons la L-matrice A = [a,] ou

1/n® si n=2k k>0,

an —
! 0 sinon,
et ot o > 1/2.Alors
o0 o0 oo 1
2 2 _ k 2
Il < D 35 =D (-2 + 1) 4% ooy < oo
ij=1 k=0 k=0
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Résultats sur les L-matrices
0O0000e00000

L'insuffisance de la condition

Soit 3 < o < 1 et considérons la L-matrice A = [a,] ou

1
S (n+ 1)

dn

Alors ||A||,2_;2 = 00 et A n'est pas un opérateur borné sur (2.
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Résultats sur les L-matrices
0O0000e00000

L'insuffisance de la condition

Soit 3 < o < 1 et considérons la L-matrice A = [a,] ou

1
S (n+ 1)

dn

Alors ||A||,2_;2 = 00 et A n'est pas un opérateur borné sur (2.
[l suffit de considérer la suite de vecteurs

xp = (1%,2%,...,n%0,0,...)"

lorsque n — oo.
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Résultats sur les L-matrices
00000080000

Une condition suffisante

Un cas particulier

Théoréme (B.-Mashreghi, 2021)

Soit A = [ap] une L-matrice telle que (an)n>0 est une suite strictement
décroissante. Si

an(ap—1+ a
A — SUPM < 00
neN dn—1 — an

alors A est un opérateur borné sur (? et ||Al|j2_,2 < 2max{ag, A}.
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t exemples Résultats sur les L-matrices a e Hilbert
0O000000e000

Une condition suffisante

Le cas général

Théoréme (B.—Mashreghi, 2021)

Soit A = [an] une L-matrice et (§,)n>0 une suite de nombre positifs
strictement décroissants. Si

A = sup (an + 0n-1) (an + 9n) < 00,
neN 5n—1 - 6n

alors A est un opérateur borné sur (? et ||Al|;2_,,2 < max{ag + o, A}.
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Résultats sur les L-matrices
0O0000000e00

Caractérisation compléte de O(n™)

Considérons la L-matrice A = [a,] ot a, = O(1/n). Alors ||A||p2_p2 < 0.
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Résultats sur les L-matrices
0O0000000e00

Caractérisation compléte de O(n™)

Considérons la L-matrice A = [a,] ot a, = O(1/n). Alors ||A||p2_p2 < 0.

Corollaire (B.—Mashreghi, 2021)

soit A = [ap] une L-matrice. La condition a, = O(1/n®) est
® nécessaire si o = %
® ni nécessaire, ni suffisante si 3 < a < 1;

o suffisante si o = 1;

pour que A soit un opérateur borné sur (2.
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Résultats sur les L-matrices
00000000080

Le test de Schur

Théoreme (Test de Schur)

Soit A = (v j)ij>0 une matrice symétrique infinie et aux coefficients
positifs. S'il existe une suite de nombres positifs (p;)i>o et un nombre
B > 0 tel que

o
> agpi < Bp; (Vj=1),
i=1

alors A est un opérateur borné sur (2 et ||Al|;2_p2 < B.
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Résultats sur les L-matrices
0000000000 e

Démonstration de la suffisante de a, = O(n™!)

(an + 5n—1) (an + 5n)

Soit f(an,dn) == 5 5
n—1 — 0p
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Résultats sur les L-matrices
0000000000 e

Démonstration de la suffisante de a, = O(n™!)

(an + 5n—1) (an + 5n)
(5n71 - 5n

e (an)n>0 = O(%) = SUPen f(an; 0n) < SUPen f(%?‘;");

Soit f(an,dn) ==
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Résultats sur les L-matrices
0000000000 e

Démonstration de la suffisante de a, = O(n™!)

Soit F(a,5,) := (20 01 (@ £.00),
n—1 — 0On

o (an)n>0 = O(%) = supen f(an, 6n) < suppen f(’,f,é,,)
o 0p: %;
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Résultats sur les L-matrices
0000000000 e

Démonstration de la suffisante de a, = O(n™!)

(an + 5n—1) (an + 5n)
(5n71 - 5n

e (an)n>0 = O(%) = SUPen f(an; 0n) < SUPen f(%?‘;");

Soit f(an,dn) ==

o supnen f (5, %) = SUppen 2K (2 — %) = 4K < oc.
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s et exemples 2 ats sur L-matrices La L-matrice de Hilbert

®0000000

La L-matrice de Hilbert

Soit s € R\ (—Ny). La L-matrice de Hilbert est la matrice

r 1 1 1 1 7

s 1+s +s +s

11 1 1

14+s 14s 2+4s +s

| [ 1 ] I O U D A
e - 2+s 24s 2+s S

max{/,J}—i—s i,j>0 1 1 1 1

3+s 34+s 3+s 3+s
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La L-matrice de Hilbert
[e] lelelele]ele)

La norme de la L-matrice de Hilbert
(Partie 1)

Théoréme (B.-Mashreghi, 2021)

Supposons que s > Lf. Alors || Ls||p2_sp2 = 4.
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La L-matrice de Hilbert
[e] lelelele]ele)

La norme de la L-matrice de Hilbert
(Partie 1)

Théoréme (B.-Mashreghi, 2021)

Supposons que s > Lf. Alors || Ls||p2_sp2 = 4.

e Soit 6, := (n+ s+ 3)71. Alors

(an+ 6n—1) (an + 0n) (n> 1)}

L < 1]
el < sup {an + 6y, (22 ot)

1,1, L s
= supg ~ - n
P\ s+ 3 4(n+s)2" —
1
+

1
:sup{s+ — 4}:4.
2
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La L-matrice de Hilbert
[e]e] lelele]ele)

Un phénomeéne intriguant

.HL5H€2—>£2 > “Lselug2 > ag = %
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La L-matrice de Hilbert
[e]e] lelele]ele)

Un phénomeéne intriguant

o|Lslleyz > [[Lserllz > a0 = <.

Question : Quelle est la valeur de sp := inf{s > 0: ||Ls|[,2_yp2 = 4} 7
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La L-matrice de Hilbert

[e]e] le]ele]ele]

Un phénomeéne intriguant

o|Lsllee > [|Lser]lz > a0 = .

Question : Quelle est la valeur de sp := inf{s > 0: ||Ls|[,2_yp2 = 4} 7

Théoréme (B.-Mashreghi, 2022)

Soit sop = inf{s > 0: || Ls||p2_;2 = 4}. Alors

V48 +18v3 -3 -3 _
12

0.347 ~ ~ 0.353.

\50<

V2
4
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et exemples ir les [-matrices La L-matrice de Hilbert
) o] [e]e]e] lelelele)

Une observation importante

Théoreme (Stampach, 2021)

Soit (an)n>0 une suite de nombres réels tels que ap1 # ap pour tout n > 0.
Alors l'inverse formel de la L-matrice A = [a,] est la matrice de Jacobi

bo —bg 1
—by by + by —by
3= —b1  bi+by  —b

—by by+ b3 —b3

ot b, := (an — ans1) L.
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La L-matrice de Hilbert
[e]e]e]e] lelele)

La valeur exacte de s

a, b, c

e Soit 3F2< d e

z) la fonction hypergéometrique généralisée 3F5.

Théoréme (Stampach, 2021)

Soit sp = inf{s > 0: ||Ls||p2_,;2 = 4}. Alors sy est I'unique racine positive
de la fonction

(o R (RSP,

Numériquement, on a sy =~ 0.349086.
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La L-matrice de Hilbert
[e]e]e]e]e] lele)

La norme de la L-matrice de Hilbert
(Partie 2)

Théoréme (Stampach, 2021)

Si0 < s < sy, alors ||Ls||p2_p2 = ﬁﬂ(s)' ou x(s) est l'unique racine dans
I'intervalle (0,1/2) de la fonction

t—1/2,t+1/2,t+3/2
tH3F2< 21, t+s+1/2 |
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ns et exemples Résultats sur les L-matrices La L-matrice de Hilbert
[e]e) O O [e]e]e]e]e] lele)

La norme de la L-matrice de Hilbert

(Partie 2)

Théoréme (Stampach, 2021)

Si0<s < sy, alors || Ls||p2_sp2 =
I'intervalle (0,1/2) de la fonction

4 N oo .
e o x(s) est l'unique racine dans

. 3,__2(1“—1/2, t+1/2, t+3/2‘1>

2t+1,t+s+1/2

Remarque

Les méthodes de Stampach fonctionnent également pour les s négatifs si
s ¢ —Np. Dans ce cas, il a conjecturé qu'il existe au plus deux valeurs
propres distinctes de L.
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La L-matrice de Hilbert
00000080

Une extension aux espaces (P

Théoréme (B.-Mashreghi, 2022)

. 2
Sis>1etl<p<oo, alors |Lslle—ser = 5.
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La L-matrice de Hilbert
00000080

Une extension aux espaces (P

Théoréme (B.-Mashreghi, 2022)

. 2
Sis>1etl<p<oo, alors |Lslle—ser = 5.

. . 2
Question : Quelle est la valeur de sp(p) :=inf{s > 0: ||Lslro—er = %}?
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La L-matrice de Hilbert
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