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Définitions et exemples
90000000

Les matrices infinies

e Tout opérateur linéaire borné A : /2 — ¢? admet une représentation
unique comme matrice infinie

a11 412 413
a1 a2 a3

A=
a31 432 azz |’

ou aj = (Aej, ei).
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Définitions et exemples
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Quelques questions

e Etant donné une matrice infinie A, représente-t-elle un opérateur borné
2
sur (=7
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Définitions et exemples
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Quelques questions

e Etant donné une matrice infinie A, représente-t-elle un opérateur borné
2
sur (=7

e Si oui, quelle est la valeur de sa norme d’opérateur

A
||A||€2—>Z2 = sup M ?
x7#0 [[x1|2
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Définitions et exemples
0e00000

Quelques questions

e Etant donné une matrice infinie A, représente-t-elle un opérateur borné
2
sur (=7

e Si oui, quelle est la valeur de sa norme d’opérateur

A
||A||€2—>Z2 = sup M ?
x7#0 [[x1|2

e Si la valeur exacte de ||Al[;2_,2 n'est pas connue, quelles bornes
supérieures peuvent étre obtenues ?
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Définitions et exemples Itats sur les [-matrices rice de Hilbert
[e]e] lelelele]

Exemple : La matrice de Hilbert

La matrice de Hilbert

inition
La matrice de Hilbert (infinie) est la matrice

1
o |:i+j+1:|i,j20 ;

CORIR Wk R
Ol B W N

o= Ol B W
- Nl O Ol D
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Exemple : La matrice de Hilbert

La matrice de Hilbert

inition
La matrice de Hilbert (infinie) est la matrice

1
o |:i+j+1:|i,j20 ;

Ol B W N
- Ol Ol B W
- NIR Ol Ol B

R W N

e H est un opérateur borné sur £2 et |H||,2_p2 = 7.
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Les L-matrices

Définition

Soit (an)n>0 une suite de nombres (positifs). Une L-matrice est une
matrice infinie de la forme

a 41 4a2 a3
dlp d1 a2 as
A:=[ag]= |32 &2 a a3
a3 a3 43 as
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Définitions et exemples ats sur les L-matrices ce de Hilbert
[e]e]e] lelele] O

Les L-matrices

Définition

Soit (an)n>0 une suite de nombres (positifs). Une L-matrice est une
matrice infinie de la forme

a 41 4a2 a3
dlp d1 a2 as
A:=[ag]= |32 &2 a a3
a3 a3 43 as

Question : Sous quelles conditions la L-matrice [a,] agit comme un
opérateur borné sur £2, et quelle est sa norme ?
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Définitions et exemples
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Itats sur les [-matrices La L-matrice de Hilbert

Motivation

Espaces de Dirichlet pondérés

Definition

Soient w une fonction positive superharmonique sur D et f € Hol(ID). On
définit

Du(f) = /D 1F1(2) Peo(2) dA(2),

ot dA est la mesure d'aire normalisée sur ID. L'espace de Dirichlet pondéré
D,, est I'ensemble des fonctions f € Hol(DD) telles que D, (f) < oc.

Les poids w(z) = (1 — |z[>)®, ot1 0 < a < 1 interpolent entre I'espace de
Dirichlet D (quand a = 0) et I'espace de Hardy H? (quand o = 1).

Ludovick Bouthat (ULaval) The norm of L-matrices November 30, 2024 6 /20



ice de Hilbert

Définitions et exemples Résultats sur les [-matrices

0000080

Motivation
Multiplicateur d'Hadamard

Soient f(z) == 32 akz" et g(z) == D 2o bkz" deux séries formelles.
Leur produit d’Hadamard est définie par

(fxg)(z) = Zakbkzk.
k=0

Les multiplicateurs d’Hadamard de D,, sont les séries formelles h qui ont Ia
propriété que hx f € D, pour tout f € D,,.
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Motivation

Caractérisation des multiplicateurs d'Hadamard sur D,

Théoréme (Mashreghi-Ransford

h(z) = Y32 o ckzX est un multiplicateur d’Hadamard pour I'espace de
Dirichlet pondéré D,, pour toute fonction superharmonique w si et
seulement si la L-matrice

Cl—Cp C—C C3—C C—C3
Ch—C C—C (C3—C C —C3
Thi=lcnt1] —[cn] = | B~ G- G- G-
Chp—C3 C4—C3 C—C C—C3

agit comme un opérateur borné sur .
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Résultats sur les L-matrices
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Une condition nécessaire

Soit A := [a,]. Remarquons que

1 Aen|l2

lenll3

2
1Az

—2 =

v

nlan|?.
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Résultats sur les L-matrices
00000

Une condition nécessaire

Soit A := [a,]. Remarquons que

| Aenl|3
llenll3
(n+1)|an® + ans1]® + |ans2 + -

nlan|?.

2
1Az

—2 =

v

Ainsi, pour que ||A||;2_p2 < 00, il est nécessaire que
1
a, = 0| —).
’ (ﬁ)
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Résultats sur les L-matrices
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L'optimalité de cette condition

Considérons la L-matrice A = [a,] ou

1/n® si n=2k k>0,

0 sinon,

et ot a > 1/2.
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Résultats sur les L-matrices
(o] lele]e]e]

L'optimalité de cette condition

Considérons la L-matrice A = [a,] ou

1/n® si n=2k k>0,

an —
! 0 sinon,
et oi aw > 1/2. Alors
oo o oo 1
2 2 _ k 2
Il < D a5 =D (-2 + 1) 4% ooy < oo
ij=1 k=0 k=0
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Résultats sur les L-matrices
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L'insuffisance de la condition

Soit 3 < o < 1 et considérons la L-matrice A = [a,] ou

1
S (n+ 1)

dn

Alors ||A||,2_;2 = 00 et A n'est pas un opérateur borné sur (2.
[l suffit de considérer la suite de vecteurs

xp = (1%,2%,...,n%,0,0,...)"

lorsque n — oo.
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Résultats sur les L-matrices
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Une condition suffisante

Un cas particulier

Théoréme (B.-Mashreghi, 2021)

Soit A = [ap] une L-matrice telle que (an)n>0 est une suite strictement
décroissante. Si

an(ap—1+ a
A — SUPM < 00
neN dn—1 — an

alors A est un opérateur borné sur (? et ||Al|j2_,2 < 2max{ag, A}.
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Une condition suffisante

Le cas général

Théoréme (B.—Mashreghi, 2021)

Soit A = [an] une L-matrice et (§,)n>0 une suite de nombre positifs
strictement décroissants. Si

A = sup (an + 0n-1) (an + 9n) < 00,
neN 5n—1 - 6n

alors A est un opérateur borné sur (? et ||Al|;2_,,2 < max{ag + o, A}.
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Résultats sur les L-matrices
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Caractérisation compléte de O(n™)

Considérons la L-matrice A = [a,] ot a, = O(1/n). Alors ||A||p2_p2 < 0.
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Résultats sur les L-matrices
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Caractérisation compléte de O(n™)

Considérons la L-matrice A = [a,] ot a, = O(1/n). Alors ||A||p2_p2 < 0.

Corollaire (B.—Mashreghi, 2021)

Soit A = [a,] une L-matrice. La condition a, = O(1/n®) est
® nécessaire si o = %
® ni nécessaire, ni suffisante si 3 < a < 1;

o suffisante si o = 1;

pour que A soit un opérateur borné sur (2.
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La L-matrice de Hilbert

Soit s € R\ (—Ny). La L-matrice de Hilbert est la matrice

r 1 1 1 1 7

s 1+s +s +s

11 1 1

14+s 14s 2+4s +s

| [ 1 ] I O U D A
e - 2+s 24s 2+s S

max{/,J}—i—s i,j>0 1 1 1 1

3+s 34+s 3+s 3+s
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La L-matrice de Hilbert
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La norme de la L-matrice de Hilbert
(Partie 1)

Théoréme (B.-Mashreghi, 2021)

Supposons que s > 4{2. Alors ||Ls|| g2z = 4.
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La norme de la L-matrice de Hilbert
(Partie 1)

Théoréme (B.-Mashreghi, 2021)

Supposons que s > 4{2. Alors ||Ls|| g2z = 4.

o||Lsllee = [[Lserllr = a0
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La L-matrice de Hilbert
(o] lelelele)

La norme de la L-matrice de Hilbert
(Partie 1)

Théoréme (B.-Mashreghi, 2021)

Supposons que s > 4{2. Alors ||Ls|| g2z = 4.

o||Lsllee = [[Lserllr = a0

Question : Quelle est la valeur de sp := inf{s > 0: || Ls||,2_,p2 = 4} 7
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La L-matrice de Hilbert
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La valeur exacte de s

a, b, c

Soit 3F2< d e

z) la fonction hypergéometrique généralisée 3F5.

Théoréme (Stampach, 2021)

Soit sp = inf{s > 0: ||Ls||p2_,;2 = 4}. Alors sy est I'unique racine positive
de la fonction

(o R (RSP,

Numériquement, on a sy =~ 0.349086.
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La norme de la L-matrice de Hilbert
(Partie 2)

Théoréme (Stampach, 2021)

Si0<s < sy, alors || Ls||p2_sp2 =
I'intervalle (0,1/2) de la fonction

4
1—4x2(s)’

t—1/2,t+1/2,t+3/2

L 3F2( 2t+1, t+s+1/2

La L-matrice de Hilbert

[e]e]e] lele]

ou x(s) est l'unique racine dans

4)
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La L-matrice de Hilbert
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Une extension aux espaces (P

Théoréme (B.-Mashreghi, 2022)

. 2
Sis>1etl<p<oo, alors |Lslle—ser = 5.
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Une extension aux espaces (P

Théoréme (B.-Mashreghi, 2022)

. 2
Sis>1etl<p<oo, alors |Lslle—ser = 5.

. . 2
Question : Quelle est la valeur de sp(p) :=inf{s > 0: ||Lslro—er = %}?
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