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Un paradoxe ?
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Temps nécessaire & Achille pour rattraper la tortue :
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Introduction AMQ

Un point de vue moderne

Théoréme (Zénon d’Elée)
Pour toute suite (ay),~, de nombres réels strictement positifs,

o0
Zak = a4y + @y + a3 + -+ = 0Q.
k=1
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Introduction AMQ

Un point de vue moderne

Définition
Une somme infinie converge vers s si la limite lorsque n — oo de ses sommes

. 11 ._ n N .
partielles s, := ), | a; converge vers s, & savoir

n
lim s, = lim E a, = S.

Dans ce cas, on écrit S o a;, = s.
) Zkzl k 6/38
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Exemple 1 : Fonction zéta de Riemann

Théoréeme
Pour tout p > 1,

De plus, cette série est proprement divergente pour tout p < 1.
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Introduction AMQ

Exemple 1 : Fonction zéta de Riemann

Théoréeme
Pour tout p > 1,

k

Il
—

De plus, cette série est proprement divergente pour tout p < 1.

1

—
0 1 2 3 4 5 6 7 8
> 1 <1
yLo 1+/ L = P
= kP T p—1 7/38
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Exemple 2 : Série géométrique

Théoreme
Pour tout r € (—1,1),

S = h=1+r+r24+. =

1—r

o0

k=0
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Introduction AMQ

Exemple 2 : Série géométrique

Théoréme

Pour tout r € (—1,1),

S =

rh=1+r+r2+.. =

— 1—r

Démonstration.
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Série de Grandi

Définition (Série de Grandi)

(—D)*=1—-1+1—1+--
k=0
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Série de Grandi

Définition (Série de Grandi)

o

S (-DF=1-1+1-1+--

k=0

B S=1-1)+(1-1)+-=0+0+--=0
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Introduction AMQ

Série de Grandi

Définition (Série de Grandi)

o

S (-DF=1-1+1-1+--

k=0

mS=(1-1)4+(1-1)+-=0+0+--=0
mS=1-(1-1)—(1-1)—=1-0—0—--=1

9/38
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Un probleme intéressant !

m Leonhard Euler (1707-1783)
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Konrad Knopp (1882-1957)

Niels Abel (1802-1829)

m Emile Borel (1871 — 1956)

m Ernesto Cesaro (1859 — 1906)
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Histoire

Dans ’ensemble, les mathématiciens avant Cauchy ne se demandaient pas
«Comment définit-on 1 — 1+ 1—---?», mais plutot «Que vaut 1 —1+1— - 7».

Traduction libre de G. H. Hardy, Divergent series
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Histoire

Dans ’ensemble, les mathématiciens avant Cauchy ne se demandaient pas
«Comment définit-on 1 — 1+ 1—---?», mais plutot «Que vaut 1 —1+1— - 7».

Traduction libre de G. H. Hardy, Divergent series

En 1890, Ernesto Cesaro donne une définition rigoureuse de la somme d’une série
divergente.
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Méthode de Cesaro

Définition

Définition
Soient (ay);>; une suite de nombres réels et s, = Zzzl a;, ses sommes partielles.
Si

. S+ Syt +s

lim 2 —"2 =g

m—00 m

)

on dit que s est la somme de Cesaro de la série ) a; et on écrit

s, — s (CO).

13/38
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Méthode de Cesaro

Série de Grandi

o0
S=Y (F=1-1+1-1+--
k=0
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Méthode de Cesaro

Série de Grandi

o0
S=Y (F=1-1+1-1+--
k=0

Les sommes partielles sont données par

0 sin est impair

n . .
1 sin est pair
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Méthode de Cesaro

Série de Grandi

S=>(-)F=1—-1+1—1+-
k=0

Les sommes partielles sont données par

0 sin est impair
n . .
1 sin est pair

Ainsi, les moyennes auxiliaires sont données par

i"’: 3 si m est impair,
1 1 . .
m+1 o 5+ 355 i m est pair.
14/38
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Méthode de C

Série de Grandi

m

si m est impair,
5, =

N[ N[

1
m+ 1 + 27r3+2 si m est pair.

n=0
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Série de Grandi

1 i 3 si m est impair,
—_— S =
n 1 1 . .
m+1 & 5 T 373 Sl m est pair.
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Méthode de Cesaro

Série de Grandi

1 i 3 si m est impair,
—_— S =
n 1 1 . .
m+1 & 5 T 373 Sl m est pair.

'rrlbgnoom—i—lzs

Donc, la somme de Cesaro de la série de Grandi est 1/2, ce qu’on écrit

o0

Y (FDE=1/2(C).

k=0

15/38



Des suites qui divergent, mais pas trop Julien April et Ludovick Bouthat

Méthode de Cesar

Méthode de sommabilité

Définition
Une méthode de sommabilité est une fonction de ’ensemble des suites de sommes

partielles d’une série vers une valeur.
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Méthode de Cesaro

Méthode de sommabilité

Définition
Une méthode de sommabilité est une fonction de ’ensemble des suites de sommes

partielles d’une série vers une valeur.

Soient (@)1 une suite de nombres réels, s, = ZZ:1 a,;, ses sommes partielles et P
une méthode de sommabilité. Si la méthode (P) associe la valeur s a la suite (s,,),>1,

Z%ZS (P)

on écrit

et
s, = s (P).

16/38
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Méthode de Cesaro

Propriétés

Définition (Régularité totale)

Une méthode de sommabilité P est dite totalement réguliere si

ms,—s = s, —>s(P),

ms, —>00 = s, = oo (P).
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Méthode de Cesaro

Propriétés

Définition (Régularité totale)

Une méthode de sommabilité P est dite totalement réguliere si

ms,—s = s, —>s(P),
ms, —>00 = s, = oo (P).

Définition (Linéarité)

Une méthode de sommabilité P est dite linéaire si
ms, —>s(P) = ks, — ks (P),

ms,—s(P)ett, >t (P) = (s,+t,) — s+t (P).
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Méthode de Cesar

Propriétés : Cesaro

Proposition

La méthode de Cesaro est totalement réguliére et linéaire.
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Méthode de Cesaro

Propriétés : Cesaro

Proposition

La méthode de Cesaro est totalement réguliére et linéaire.
Démonstration.
ms,—s = s, s (C), par le théoreme de Cauchy.
ms, »>o00 = s, — oo (C), trivial.

ms,—s(C)ett, =t (C) = (ks,+1t,) = ks+t(C),
linéarié de la moyenne arithmétique. O
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Méthode de Cesaro

Pourquoi définir des méthodes de sommabilité ?

m Base solide pour des manipulations symboliques.
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Méthode de Cesaro

Pourquoi définir des méthodes de sommabilité ?

m Base solide pour des manipulations symboliques.
m Exemple d’application : Séries de Fourier.

m Sommation efficace de séries qui convergent lentement.
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Méthode de Cesaro

Application 1 : Sommation efficace

Julien April et Ludovick Bouthat

lﬂ—.\..‘.\ T T T
...
ooooo.......
0.8 0o
°
0.6 - LA
o000 o.o.o.o'o'o'o'o'o'o'0000000000000000000001
0.4
0.2

. Sommes partielles

. Moyennes auxiliaires

Zak =5 (0)

deéf . s
<= lim
m—00 m

n=1

n

=S
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Méthode de Cesaro

Application 2 : Suite perturbée

On veut connaitre la limite d’une suite (s,,) convergente, mais on ne connait pas

explicitement les termes de cette suite. Toutefois, on connait les termes de la
suite perturbée (t,,), ou

ty = Sy =T
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explicitement les termes de cette suite. Toutefois, on connait les termes de la
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ty = Sy =T

Les r,, correspondent a des perturbations. En général, la suite (r,,) est divergente.
Dans ce cas, la suite (¢,,) est aussi divergente.
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Méthode de Cesaro

Application 2 : Suite perturbée

On veut connaitre la limite d’une suite (s,,) convergente, mais on ne connait pas

explicitement les termes de cette suite. Toutefois, on connait les termes de la
suite perturbée (t,,), ou

ty = Sy =T

Les r,, correspondent a des perturbations. En général, la suite (r,,) est divergente.
Dans ce cas, la suite (¢,,) est aussi divergente.
Par exemple, on pourrait avoir des (r,,) indépendants et identiquement distribués

selon une loi normale centrée. Dans ce cas, on peut montrer que
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Méthode de C ro AMQ

Application 2 : Suite perturbée

mt,=s,+7,,
m s, converge,

w7, ~N(0,02),
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Méthode de Cesaro AMQ

Application 2 : Suite perturbée

mt,=s,+7,,
m s, converge,

~ N(0,0?),

SR

n=1

3|5
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Méthode de Cesaro

Application 2 : Suite perturbée

m
mt,=5,+7,, tn—>3<c)=>nyjnoo En:t
=1
m s, converge, o m
2 i =L 2l =
N — i (TS o
" - -
n
;EN 0,%/m). = 5, =t (C
= 5, — S
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Méthode de Cesaro

Application 2 : Suite perturbée

1? | N : s, suite convergente
107 0.0......O.....0.01I
9 .000000000"°°. T®

[ ... |

L ..O.. |

| . |

[ ]
[ ]

O = N W Otoy 1
T
[ ]
|
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Méthode de Cesaro

Application 2 : Suite perturbée

12 I I I I
[ ) .
11} * o o @ -
10 | [} o0 0200800008500 . t,, suite perturbée
9 o .o"“""'"‘“ 8°°05%°%4,° @
u ...‘o°°.;. ° ° ° o
gettle T .
[ ® o
I . |
%0 |
[}
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l
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Méthode de Cesaro

Application 2 : Suite perturbée

12 T T T T ‘
].1 [~ o ° ° e . SN
10 | [} L 09009500 . t,, suite perturbée
9 - ° ........;..g;..‘........ .‘. . Moyennes aux. : Cesaro
00 52l o Qe
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Méthode de Cesaro

Analogue

La méthode de Cesaro repose en fait sur la moyenne arithmétique (MA).
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Méthode de Cesaro

Analogue

La méthode de Cesaro repose en fait sur la moyenne arithmétique (MA).
déf m s
Zakzs((])é lim S =35

m—o00 m
n=1

< lim MA(sq,S9,...,8,,) =S
m—0o0
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Généralisation

Les p-moyennes

Définition
Soit p un nombre réel non-nul. On définit la p-moyenne des réels strictement

positifs s, sq, ..., s,, par

1/p

A T A N
Mp<81,52,...,8m):( L2 m) — Zi

m el m
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Généralisation

Les p-moyennes

Définition
Soit p un nombre réel non-nul. On définit la p-moyenne des réels strictement

positifs s, sq, ..., s,, par

1/p

1/p m
sy + s+ -+ 8P, - Zﬁ
m m

Mp('slv 595 ey Sm) = (

n=1

Pour p = 0, on définit la p-moyenne par la moyenne géométrique, soit

1
MO<817S27'..75m>:(81-82.....Sm>7n — HS,’,L

26/38
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Généralisation

Les p-moyennes comme méthode de sommation

Définition (Méthode M)

Soit (ay)y>; une suite. Si s, = ZZ:1 a;, > 0 pour tout n et

lim M (s{,S9,...,8,) =S
ey p(l’ 2 7m> )

on dit que s est la M _-somme de ) a,, et on écrit

s, = s (M).

p

27/38
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Généralisation

Un exemple

Supposons que la suite des sommes partielles est (1,4,1,4,...).
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Un exemple

Supposons que la suite des sommes partielles est (1,4,1,4,...).

].- Mo(l) == 1,
2. My(1,4)=(1-4)2 =2,
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Généralisation

Un exemple

Supposons que la suite des sommes partielles est (1,4,1,4,...).

].- Mo(l) == 1,
2. My(1,4)=(1-4)2 =2,
3. My(1,4,1) = 41/3,
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Généralisation

Un exemple

Supposons que la suite des sommes partielles est (1,4,1,4,...).

1. M,
3. M,
4. M,
2n. My(1,4,...,4) = (4»)V/?" =2,
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Généralisation

Un exemple

Supposons que la suite des sommes partielles est (1,4,1,4,...).

1. M,
2. M,
3. M,
4. M,
2n. My(1,4,...,4) = (4»)V/?" =2,

on+1. My(1,4,..,1) = (4)V/Cr+D) 5 9

28/38
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Généralisation

Propriétés

Proposition
La méthode M,, est totalement réqulicre.
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Généralisation

Propriétés

Proposition
La méthode M,, est totalement réqulicre.

Proposition

La méthode M, n’est pas linéaire. Par contre, on a les résultats partiels suivants.

m s, —s (M, = ks, — ks (M, Vk>0

ms,—s(M,)ett, =t (M,) # s,+t, > s+t (M)
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Généralisation

Propriétés

Proposition
La méthode M,, est totalement réqulicre.

Proposition

La méthode M, n’est pas linéaire. Par contre, on a les résultats partiels suivants.

m s, — s (M,) = ks, —ks (M, Vk>0,

ms, = s (M,)ett, =t (M,) = M,(s,,t,) = My(s,t) (M,).

p p p

29/38



Des suites qui divergent, mais pas trop Julien April et Ludovick Bouthat

Généralisation

Propriétés

Proposition

Sip <gq,
ms, s (M,)ets, —s (M) = s<s"

Démonstration.

Si p < g, on a l'inégalité des p-moyennes

M, (8150 58,) < My(51,...,8,)-

30/38
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Généralisation

Retour : Suite perturbée

12 I I I I
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Généralisation

Retour : Suite perturbée
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Retour : Suite perturbée

—_
DO

— —
O =
T T

O = N Wk Otoy 1 00 ©
I

,.o.‘. °

%0 uvst
®

30 35 40 45

“n
t,, suite perturbée
M (t,,) arithmétique

Mg (t,,) harmonique
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Généralisation

Retour : Suite perturbée

12

11 °-

10 . t,, suite perturbée

9 . M (t,,) arithmétique
M(t harmonique

8 . o(trn) q

7 . Mo (t,,) quadratique

6

5 -

4

3

2

1

0 | | | | | | | | ‘
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Généralisation

Les moyennes quasi-arithmétiques (MQAs)

Définition (Moyenne quasi-arithmétique)
Soit f une fonction d’un intervalle non-vide I C R dans les nombres réels continue
et strictement monotone. On définit la f-moyenne des réels s;, so, ..., s,, € I par

M(51, 89,y 8y) = 1 <f<51) +f(523n+"'+f(5m)> _ 1 21‘1(7;9;) .
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Généralisation

Les moyennes quasi-arithmétiques (MQAs)

Définition (Moyenne quasi-arithmétique)

Soit f une fonction d’un intervalle non-vide I C R dans les nombres réels continue

et strictement monotone. On définit la f-moyenne des réels s;, so, ..., s,, € I par
_1 (f(s1) 4+ f(s9) + -+ Fsm) 1 (- f(sn)
Mf(sl7827"'78m>:f ! ( L 2m :f 1 ZT .
n=1

Remarque
Les p-moyennes sont un cas particulier des MQAs. 11 suffit de prendre f(z) = P
et I = (0,00). La moyenne géométrique est également un cas particulier des
MQAs, avec f(x) = In(x).
32/38
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Généralisation

Les MQAs comme méthodes de sommation

Définition (Méthode M)
Soit (ay) une suite, I C R un intervalle non-vide et f : I — R une fonction

continue et strictement monotone. Si s,, = Zzzl a;, € I pour tout n et
nllinw Mf($17 327 ey Sm) = 87

on dit que s est la M -somme de ) a;, et on écrit

8y, — 8 (My).
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Généralisation

Propriétés

Proposition

La méthode M est totalement réguliere.
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Généralisation

Propriétés

Proposition

La méthode M est totalement réguliere.

Remarque
La méthode M, n’est pas linéaire. On a plutot :

ms, —s (M) # ks, =ks (M),
u S, = & (Mf) et tn —t (Mf) — Mf(8n7tn> —>Mf(8,t) (Mf>
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Généralisation

Propriétés

Proposition
Soit f une fonction d’un intervalle non-vide I C R dans les nombres réels
continue et strictement monotone. Si I contient deux éléments distincts, la

méthode M, ne transforme pas toutes les suites bornées vers des suites
convergentes.
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Conclusion

m La théorie de la sommabilité est un exemple intéressant de la combinaison entre
la flexibilité et la rigueur de la notion de définition.
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Conclusion

m La théorie de la sommabilité est un exemple intéressant de la combinaison entre
la flexibilité et la rigueur de la notion de définition.

m Plusieurs généralisations différentes de la méthode de Cesaro existent : méthode

de Norlund, transformations linéaires.

m [l existe une panoplie d’autres méthodes de sommabilité. Il est possible de
comparer leur force respective!
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