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Comment mesurer |'inégalité salariale?

Conditions nécessaires

La mesure n'est pas unique.

Conditions a satisfaire :
@ Intuitive et pratique;
® Indépendante de la masse salariale de la population;

© Indépendante de la taille de la population.
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Comment mesurer |'inégalité salariale?

Intuition

Supposons que les deux populations sont
de taille égalel
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Comment mesurer |'inégalité salariale?

Conventions

Notations :
x = (x1, X2, ..., Xn—1, Xn) — Les salaires de la population 1;
y = (yi,¥2, .-+, ¥n-1, ¥n) — Les salaires de la population 2;
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Comment mesurer |'inégalité salariale?

Conventions

Notations :

x = (x1, X2, ..., Xn—1, Xn) — Les salaires de la population 1;
y = (yi,¥2, .-+, ¥n-1, ¥n) — Les salaires de la population 2;
Suppositions :

XI 2 X2 2 ... 2 Xp—1 2 Xn;

YyiZy22 ... 2 Yn-1 2 Yn;

22:1 Xi = EZ=1 yi=1
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Comment mesurer |'inégalité salariale?
Exemples (n = 2)

(1,0) vs. (0.6,0.4)7
(0.6, 0.4) vs. (0.5,0.5)7
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y est plus inégal que x si y1 > xq.
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Comment mesurer |'inégalité salariale?
Exemples (n = 3)

(0.6, 0.2, 0.2) vs. (0.4, 0.4,0.2)7?
(0.4,0.4,0.2) vs. (0.3,0.3,0.3)7

y est plus inégal que x si y1 > x1 et y1 + yo = x1 + xo.
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Comment mesurer |'inégalité salariale?

Le cas général, la majorisation

y est plus inégal que x si

1
nnt+y

X1,

X1 + X2,

Vb Va1 2o
X1+ -+ X

yite ot Y
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Comment mesurer |'inégalité salariale?

Le cas général, la majorisation

y est plus inégal que x si

1
nnt+y

X1,

X1 + X2,

Vb Va1 2o
X1+ -+ X

yite ot Y

On dit que y majorise x et on écrit x < y si les conditions ci-dessus sont
satisfaites.
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La courbe de Lorenz
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Comment mesurer |'étendu de |'inégalité salariale ?
La courbe de Lorenz (1905)

100%

k
o 5= Zi:l Xn—i+1;

o (k/n, Sk)

Cumulative share of income earned

100%
Cumulative share of people from lowest to highest incomes
Source : http ://en.wikipedia.org/wiki/File :Economics_ Gini_ coefficient.svg
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La courbe de Lorenz
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Comment mesurer |'étendu de |'inégalité salariale ?

Le coefficient de Gini

100%

Le coefficient de Gini (ou
l'indice de Gini) est donné
par la formule

A

G=——=
A+ B

=2A=1-2B.

Cumulative share of income earned

100%
Cumulative share of people from lowest to highest incomes
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La courbe de Lorenz
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Comment mesurer |'étendu de |'inégalité salariale ?

Exemple concret

Lorenz Curves, China and the US (1980 and 2014)
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Deciles
Source : https ://www.core-econ.org/doing-economics/book/text/05-03.html#part-51-measuring-income-inequality
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Peut-on concevoir des solutions ?

Solution a quoi?

Si x < y, peut-on obtenir x en faisant un nombre fini de transfert a y 7
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Peut-on concevoir des solutions ?
Exemple 1

Comment faire la transformation suivante ?

(0.6, 0.2, 0.2, 0) — (0.3, 0.3, 0.3, 0.1)
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Peut-on concevoir des solutions ?
Exemple 1

Comment faire la transformation suivante ?

(0.6, 0.2, 0.2, 0) — (0.3, 0.3, 0.3, 0.1)

La Personne 1 donne 0.1 a la Personne 2 :

(0.6,0.2, 0.2, 0) — (0.5,0.3, 0.2, 0)
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Peut-on concevoir des solutions ?
Exemple 1

Comment faire la transformation suivante ?

(0.6, 0.2, 0.2, 0) — (0.3, 0.3, 0.3, 0.1)

La Personne 1 donne 0.1 a la Personne 2 :
(0.6, 0.2,0.2,0) — (0.5, 0.3,0.2,0)
La Personne 1 donne 0.1 a la Personne 3 :

(0.5,0.3, 0.2, 0) — (0.4,0.3, 0.3, 0)
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Solutions ?
[e] lelelele)

Peut-on concevoir des solutions ?
Exemple 1

Comment faire la transformation suivante ?

(0.6, 0.2, 0.2, 0) — (0.3, 0.3, 0.3, 0.1)

La Personne 1 donne 0.1 3 la Personne 2 :

(0.6, 0.2,0.2,0) — (0.5, 0.3,0.2,0)
La Personne 1 donne 0.1 a la Personne 3 :

(0.5, 0.3, 0.2, 0) — (0.4, 0.3,0.3,0)
La Personne 1 donne 0.1 a la Personne 4 :

(0.4, 0.3,0.3,0) ~— (0.3, 0.3, 0.3, 0.1)
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Peut-on concevoir des solutions ?
Exemple 2

Comment faire la transformation suivante ?

(0.6, 0.2, 0.2, 0) — (0.3, 0.3, 0.3, 0.1)

La Personne 1 donne 0.3 a la Personne 2 :

(0.6,0.2, 0.2, 0) — (0.3,0.5, 0.2, 0)
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Solutions ?
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Peut-on concevoir des solutions ?
Exemple 2

Comment faire la transformation suivante ?

(0.6, 0.2, 0.2, 0) — (0.3, 0.3, 0.3, 0.1)

La Personne 1 donne 0.3 a la Personne 2 :
(0.6, 0.2,0.2,0) — (0.3, 0.5, 0.2, 0)
La Personne 2 donne 0.2 a la Personne 3 :

(0.3,0.5, 0.2, 0) — (0.3, 0.3, 0.4, 0)

Ludovick Bouthat (Université Laval) 15 octobre 2022 14 /35



Solutions ?
[e]e] lelele)

Peut-on concevoir des solutions ?
Exemple 2

Comment faire la transformation suivante ?

(0.6, 0.2, 0.2, 0) — (0.3, 0.3, 0.3, 0.1)

La Personne 1 donne 0.3 3 la Personne 2 :

(0.6, 0.2,0.2,0) — (0.3, 0.5, 0.2, 0)
La Personne 2 donne 0.2 3 la Personne 3 :

(0.3, 0.5, 0.2, 0) — (0.3,0.3, 0.4, 0)
La Personne 3 donne 0.1 a la Personne 4 :

(0.3, 0.3, 0.4, 0) — (0.3,0.3,0.3, 0.1)
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Peut-on concevoir des solutions ?

Combinaison convexe

Comment représenter ces transfert 7

Ludovick Bouthat (Université Laval) 15 octobre 2022 15 /35



Solutions ?
[e]e]e] lele)

Peut-on concevoir des solutions ?

Combinaison convexe

Comment représenter ces transfert 7

La Personne 1 donne 0.3 a la Personne 2 :
(0.6, 0.2, 0.2, 0) = (0.3, 0.5, 0.2, 0)
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Solutions ?
[e]e]e] lele)

Peut-on concevoir des solutions ?

Combinaison convexe

Comment représenter ces transfert 7

La Personne 1 donne 0.3 a la Personne 2 :
(0.6, 0.2, 0.2, 0) = (0.3, 0.5, 0.2, 0)

)

La Pers. 1 donne 75% de la différence (0.6 —0.2) = 0.4 a la Pers. 2 :
(0.6, 0.2, 0.2, 0) > (0.6, 0.2, 0.2, 0) + 0.75(0.2 — 0.6, 0.6 — 0.2, 0, 0)
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Solutions ?
[e]e]e] lele)

Peut-on concevoir des solutions ?

Combinaison convexe

Comment représenter ces transfert 7

La Personne 1 donne 0.3 a la Personne 2 :
(0.6, 0.2, 0.2, 0) = (0.3, 0.5, 0.2, 0)

)

La Pers. 1 donne 75% de la différence (0.6 —0.2) = 0.4 a la Pers. 2 :
(0.6, 0.2, 0.2, 0) > (0.6, 0.2, 0.2, 0) + 0.75(0.2 — 0.6, 0.6 — 0.2, 0, 0)
0

x:=(0.6,0.2,0.2,0) & t=10.75:
x = x+t(x —x1, x1 —x2, 0, 0) = tx + (1 — t)(x2, x1, X3, Xa)
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ariales La courbe de Lorenz Solutions? T-transformations

bléme Nouveaux résultats
[e]e]ele] o) 00

Peut-on concevoir des solutions ?

Combinaison convexe

Soit x = (x1,...,x%n) la distribution du capital d'une population et
supposons que les individus i et j font un transfert de Dalton. Alors il existe
un t € [0,1] tel que la distribution apres le transfert est donnée par

Y= (xa;. 06+ (1=t B+ {1 = E)xi,. .. 5 Xn)

i€ indice Jj€ indice
=tx+(1—t)(X1,.oy Xj 5eeey Xi,ennsXn)
~— ~

e,
@ fdfan indice
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Peut-on concevoir des solutions ?

Notation matricielle

oy =tx+(1—t)(x1,-y Xj seies Xi,ounyXn)

e
i indice /-~ indice
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Peut-on concevoir des solutions ?

Notation matricielle

oy =tx+(1—t)(x1,-y Xj seies Xi,ounyXn)
~—~ e\/
i indice  J~ indice

Soit P la matrice de permutation qui interchange les coefficients / et j d'un
vecteur :

tr._ tr
Px™ i=(X1,..., Xj y.ouy Xi y...yXn)
s
i® indice  J 'NCice

Ludovick Bouthat (Université Laval) 15 octobre 2022 17 /35



Solutions ?
00000e

Peut-on concevoir des solutions ?

Notation matricielle

oy =tx+(1—t)(x1,-y Xj seies Xi,ounyXn)
~—~ e\/
i®indice J indice
Soit P la matrice de permutation qui interchange les coefficients / et j d'un
vecteur :

tr._ tr
Px™ i=(X1,..., Xj y.ouy Xi y...yXn)
s
i® indice  J 'NCice

= y" =tx" + (1 — t)Px" = (t/ + (1 — t)P)x" =: Tx"
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Solutions ?
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Peut-on concevoir des solutions ?

Notation matricielle

oy =tx+(1—t)(x1,-y Xj seies Xi,ounyXn)
i€ indice jein\:i.i/ce
Soit P la matrice de permutation qui interchange les coefficients / et j d'un
vecteur :
Px = (Xtyey Xj yeees XiyeeeyXn)t
i€ indice Jj€ indice

= y" =tx" + (1 — t)Px" = (t/ + (1 — t)P)x" =: Tx"

e La matrice T est appelée une T-transformation.
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T-transformations
[ le]

Equivalence entre la majorisation et les T-transformations
Hypotheése et résultat

Si x < y, alors il existe un nombre fini de T-transformations T1,..., T
telles que x = T, ... Tyy.
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Equivalence entre la majorisation et les T-transformations
Hypotheése et résultat

Si x < y, alors il existe un nombre fini de T-transformations T1,..., T
telles que x = T, ... Tyy.

Théoréme

Soient x,y € R". Alors x < y si et seulement s'il existe au plus n — 1
T -transformations Ty, ..., T, telles que x = Tp, ... T1y.
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T-transformations
[ le]

Equivalence entre la majorisation et les T-transformations
Hypotheése et résultat

Si x < y, alors il existe un nombre fini de T-transformations T1,..., T
telles que x = T, ... Tyy.

Théoréme

Soient x,y € R". Alors x < y si et seulement s'il existe au plus n — 1
T -transformations Ty, ..., T, telles que x = Tp, ... T1y.

Démonstration.

Preuve triviale par la méthode d'intuition. O
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ariales La courbe de Lorenz Solutions? T-transformations Définitions Probléme Nouveaux résultats
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Equivalence entre la majorisation et les T-transformations

Résultats supplémentaires

Théoréeme (Hardy-Littlewood—Pdélya)
Soient x et y € R". Alors les énoncés suivants sont équivalents :
O x<y,

® |/l existe au plus n — 1 T-transformations T1,

.., Tm telles que
x=Tmn...T1y;
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Equivalence entre la majorisation et les T-transformations

Résultats supplémentaires

Théoréeme (Hardy-Littlewood—Pdélya)
Soient x et y € R". Alors les énoncés suivants sont équivalents :
O x<y,

® |/l existe au plus n — 1 T-transformations T1,

.., Tm telles que
x=Tmn...T1y;

© |/l existe une matrice hermitienne d’'éléments diagonaux x et de valeurs
propres y ;
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000 00 oe 000000 000000 0000

Equivalence entre la majorisation et les T-transformations

Résultats supplémentaires

Théoréeme (Hardy-Littlewood—Pdélya)
Soient x et y € R". Alors les énoncés suivants sont équivalents :
O x=<y;
® Il existe au plus n — 1 T-transformations T1, ..., T telles que
x=Tmn...T1y;
© |/l existe une matrice hermitienne d’'éléments diagonaux x et de valeurs
propres y ;

O P(x1)+ -+ P(xp) < D(y1) + -+ D(yn) pour toute fonction
convexe O ;
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Equivalence entre la majorisation et les T-transformations

Résultats supplémentaires

Théoréeme (Hardy-Littlewood—Pdélya)
Soient x et y € R". Alors les énoncés suivants sont équivalents :
O x<y,

® Il existe au plus n — 1 T-transformations T1, ..., T telles que
x=Tmn...T1y;

© |/l existe une matrice hermitienne d’'éléments diagonaux x et de valeurs
propres y ;

O P(x1)+ -+ D(xq) < P(1) + -+ D(yn) pour toute fonction
convexe ® ;

@ /| existe une matrice bistochastique B satisfaisant x = By ;
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Equivalence entre la majorisation et les T-transformations

Résultats supplémentaires

Théoréeme (Hardy-Littlewood—Pdélya)
Soient x et y € R". Alors les énoncés suivants sont équivalents :
O x<y,

® Il existe au plus n — 1 T-transformations T1, ..., T telles que
x=Tmn...T1y;

© |/l existe une matrice hermitienne d’'éléments diagonaux x et de valeurs
propres y ;

O P(x1)+ -+ D(xq) < P(1) + -+ D(yn) pour toute fonction
convexe ® ;

@ /| existe une matrice bistochastique B satisfaisant x = By ;

@ |/l existe une matrice unistochastique U satisfaisant x = Uy.
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Définitions
00000

Matrice bistochastique

Définition

Définition

Une matrice carrée est bistochastique si ses coefficients sont non-négatifs
et si la somme des éléments de chaque ligne et de chaque colonne est égale
a 1. L'ensemble des matrices bistochastiques de dimension n x n est dénoté

par B,.
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Définitions
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Matrice bistochastique

Exemples

® | a matrice identité : 5 =

O O =
o = O
= O O
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Matrice bistochastique

Exemples

® | a matrice identité : 5 =

O O =
o = O
= O O

o = O
O O =
= O O

. . 01
® | es matrices de permutations : 1 0)
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Définitions
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Matrice bistochastique

Exemples

® | a matrice identité : 5 =

O O =
o = O
= O O

. . 01
® | es matrices de permutations : 1 0)

o = O
O O =
= O O

® |es T-transformations.
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Définitions
(o] lelele]e]

Matrice bistochastique

Exemples

La matrice identité : K =

O O =
o = O
= O O

0
1

o =
~_

® | es matrices de permutations : <

o = O
O O =
= O O

Les T-transformations.

® | a matrice uniforme J, : J3 =

Wl W= W[
Wl Wl W[
W Wl W[

Ludovick Bouthat (Université Laval) 15 octobre 2022 21/35



Définitions
[e]e] lele]e]

Matrices bistochastiques

Structure algébrique

Proposition

Si By, B> € B, sont deux matrices bistochastiques d’ordre n, alors BB, est
aussi une matrice bistochastique.
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riales La courbe de Lorenz Soluti T-transformations Définitions ouveaux résultats
o] [e] [e]e] lele]e] [e]

Matrices bistochastiques

Structure algébrique

Proposition

Si By, B> € B, sont deux matrices bistochastiques d’ordre n, alors BB, est
aussi une matrice bistochastique.

Proposition

Soit J, = © -t |. Alors pour toute matrice bistochastique B,
1/n --- 1/n

T8 = Bl = e

Ludovick Bouthat (Université Laval) 15 octobre 2022 22 /35



burbe de Lorenz S ? T-transformations Définitions P e eaux résultats
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Matrice unistochastique

Définition

Définition
Une matrice D = (djj) € Mp(R) est dite unistochastique s'il existe une
matrice unitaire U = (uj) telle que djj = |u;|? pour tout 1 < i,j < n.

L'ensemble des matrices unistochastique est dénoté par U,,.

Rappel : Une matrice est unitaire si UU* = U*U = I.

O NI N
o
R
c
Il

o N gl
o O

1
2
1
2
0
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Définitions
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Matrice unistochastique

Motivation

e Supposons qu'il existe une matrice hermitienne H d’'éléments diagonaux
x = (x1, ..., Xn) et de valeurs propres y = (y1, ..., yn)-
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Motivation

e Supposons qu'il existe une matrice hermitienne H d’'éléments diagonaux
x = (x1, ..., Xn) et de valeurs propres y = (y1, ..., yn)-

= || existe une matrice unitaire U satisfaisant

H = U*diag(y1,y2,...,yn)U.
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Matrice unistochastique

Motivation

e Supposons qu'il existe une matrice hermitienne H d’'éléments diagonaux
x = (x1, ..., Xn) et de valeurs propres y = (y1, ..., yn)-

= || existe une matrice unitaire U satisfaisant
H = U*diag(y1,y2,...,yn)U.
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Matrice T-décomposables

Définition

Définition
Une matrice bistochastique B est T-décomposable s'il existe des
T-transformations Ty, T», ..., T, satisfaisant B = T1To--- Tp,.

L'ensemble des matrices T-décomposables est dénoté par 7,.
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[ Jelele]ele)

Majorisation

Retour sur le théoréme de Hardy, Littlewood et Pélya

Théoréeme (Hardy-Littlewood—Pdlya)

Soient x et y € R". Alors les énoncés suivants sont équivalents :
O x=<y;
® Il existe une matrice B € B, satisfaisant x = By ;

© |l existe une matrice U € U, satisfaisant x = Uy ;

O |l existe une matrice T € T, satisfaisant x = Ty.
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Majorisation

Retour sur le théoréme de Hardy, Littlewood et Pélya

Théoréeme (Hardy-Littlewood—Pdlya)

Soient x et y € R". Alors les énoncés suivants sont équivalents :
O x=<y;
® Il existe une matrice B € B, satisfaisant x = By ;

© |l existe une matrice U € U, satisfaisant x = Uy ;

O |l existe une matrice T € T, satisfaisant x = Ty.

Question : Quel est le lien entre B,,, U, et T,7?
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Quelques liens entre B, U, et T,

Les bases

O U, CBretT,C By;
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Quelques liens entre B, U, et T,

Les bases

O U, CBretT,C By;
@®Sin=2 By=U="7T>;
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Les bases

O U, CBretT,C By;
@®Sin=2 By=U="7T>;

=

¢ Us;

= = O

11
©Sin>2U, CBy; — 3|10
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Quelques liens entre B, U, et T,

Les bases

O U, CBretT,C By;
@®Sin=2 By=U="7T>;
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®@Sin>2U,CB,;, — 1|10
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0 Sin>2"7T,C B,
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Probléme
[e] Ielelele)

Quelques liens entre B, U, et T,

Les bases

O U, CBretT,C By;
@®Sin=2 By=U="7T>;

- ¢ Us;

©Sin>2U, CBy; — 3

O R
= O
= = O

0 Sin>2"7T,C B,

Théoreme (Marcus—Kidman—-Sandy, 1983)

Soit B € B, une matrice bistochastique avec n > 3. Si la diagonale de B
est nulle et les n*> — n coefficients restants sont strictement positifs, alors B
n'est pas T-décomposable.
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Le lien entre U, et T,

Quel est le lien entre U, et T, (n = 3)7
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Probléme
[e]e]e] lele)

Le lien entre U, et T,

Résultats connus

Théoreme (Marcus—Kidman—Sandy, 1983)

Soit B € B, une matrice bistochastique avec n > 3. Si la diagonale de B

est nulle et les n*> — n coefficients restants sont strictement positifs, alors B
n'est pas T-décomposable.
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ns Probléme No eaux résultats
000800 00

Le lien entre U, et T,

Résultats connus

Théoreme (Marcus—Kidman—Sandy, 1983)

Soit B € B, une matrice bistochastique avec n > 3. Si la diagonale de B
est nulle et les n> — n coefficients restants sont strictement positifs, alors B
n'est pas T-décomposable.

Corollaire (Marcus—Kidman—Sandy, 1983)

Pour tout n > 4, il existe une matrice unistochastique qui n'est pas
T-décomposable. En particulier, U, & T, pour tout n > 4.
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Probléme
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Le lien entre U, et T,

Résultats connus (suite)

Théoréeme (Poon—Tsing, 1987)

Soient T,, et U,, définis comme précédemment. Alors

O =U;
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Le lien entre U, et T,

Résultats connus (suite)

Théoréeme (Poon—Tsing, 1987)

Soient T,, et U,, définis comme précédemment. Alors
0 >=U,
0 T3¢ Us;
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Le lien entre U, et T,

Résultats connus (suite)

Théoréeme (Poon—Tsing, 1987)

Soient T,, et U,, définis comme précédemment. Alors

O =U;

® T3 CUs,;
© 7. ¢ U, pour tout n >
0 U, ¢ T, pour tout n >

’

4
4.
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salariales courbe de Lorenz S ? T-transformations finitions Probléme eaux résultats

[e]e]ele] Je]

Le lien entre U, et T,

Résultats connus (suite)

Théoréeme (Poon—Tsing, 1987)

Soient T,, et U,, définis comme précédemment. Alors
O o=1U;
® T:CUs;
© 7, ¢ U, pour tout n
0 U, ¢ T, pour tout n

’

>4
> 4.

En particulier, la matrice unistochastique

L1044
9 4 1 4

4 4 1
n'est pas T-décomposable.

Ludovick Bouthat (Université Laval) 15 octobre 2022 30/35



ariales La courbe de Lorenz T-transformations ns Probléme N aux résultats

[e]e]ele]e] ] (

Les matrices unistochastiques d'ordre 3

Caractérisation

En 1996, Nakazato fourni une paramétrisation des matrices
unistochastiques d'ordre 3.

Théoréme (Nakazato, 1996)

L 'ensemble des matrices unistochastiques d’ordre 3 est paramétrisé par

X (1—x)t *
AMs+(1=X) | @ =x)s (\/Ei (1—5)(1—@)2 |,

ou0 < A\ x,s,t<1.
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Les matrices T-décomposables d'ordre 3

Solution partielle

Théoréme

Si B est une matrice bistochastique ayant au moins un 0, alors B est
T-décomposable si et seulement si elle est de la forme

0 l—« o
B=P|1-8 ap Bl-a) |Q
B oal-8) (I1-a)(1-p)

o0 < a,8<1etP,Q sont des matrices de permutation.

Corollaire

Si U € U3 \ T3, alors tous ses coefficients sont strictement positifs.
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Nouveaux résultats
0@00

Les matrices T-décomposables d'ordre 3

Solution compléte ?

Pour tout X\ € [0,1], la matrice \l5 + (1 — X\)J3, od J3 = (1/3)1<i j<3, est
T-décomposable.

Ludovick Bouthat (Université Laval) 15 octobre 2022 33/35



me Nouveaux résultats

salariales La courbe de Lorenz Solutions? T-transformations Déf
000000 00 000 0000

Les matrices T-décomposables d'ordre 3

Solution compléte ?

Pour tout \ € [0, 1], la matrice \l3 + (]. = )\)J3, ot J3 = (1/3)13;’J‘§3, est
T-décomposable.

Remarque

Soient B = & (é % %) € Bz et A :=3min{b;} = 0.3. Alors la matrice

L. B-Ms B-03k 1(, 37
Y 07 AV

o

est bistochastique et posséde un zéro. De plus,
B = (1-AND+Xhs = D((1=X)h+AJ%).

Ludovick Bouthat (Université Laval) 15 octobre 2022 33/35



Nouveaux résultats
[e]e] o]

Les matrices T-décomposables d'ordre 3

Solution compléte ?

Corollaire

Soient B € B3 et u le plus petit coefficient de B. Alors la matrice
D = Bl;_?’fﬁ est bistochastique et posséde au moins un coefficient nul.
De plus, si D est T-décomposable, alors B I'est aussi.
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Les matrices T-décomposables d'ordre 3

Solution compléte ?

Corollaire

Soient B € B3 et u le plus petit coefficient de B. Alors la matrice
D = “31%3*”3 est bistochastique et posséde au moins un coefficient nul.

De plus, si D est T-décomposable, alors B I'est aussi.

Conjecture

L'ensemble des matrices T-décomposables d’ordre 3 est paramétrisé par

0 1—« «
A3+ (1=XNP|1-5 af B(1l — ) Q,
B a(l=p) 1-a)(1-5)

o0 < a,8,A<1 etP,Q sont des matrices de permutation.
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