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RESUME

En programmation, 1'utilisation des nombres a virgule flottante pour représenter
les nombres réels est pratique courante. Le traitement de ces nombres implique
des opérations cotteuses puisqu’il faut lire et convertir les données avec précision.
Ces opérations peuvent représenter un goulot d’étranglement lors du traitement
de données a haut volume, par exemple I’échange de données en format CSV
(comma-separated values), JSON (JavaScript Object Notation), etc.

Une nouvelle approche algorithmique permettant d’accélérer la vitesse de lecture
des nombres a virgule flottante a récemment été mise au point par Lemire (LEMIRE,
2021b). La performance de cet algorithme a été démontrée a 'aide du langage C++
dans une librairie nommée fast _float (LEMIRE, 2021a). Ce projet de maitrise a
pour but de vérifier le potentiel de cet algorithme avec le langage C#.

Dans une approche de programmation basée sur les essais, nous avons analysé et
adapté la librairie fast float en langage C#. Bien qu’elle ne soit pas aussi rapide
que sa version programmée en C++, notre adaptation de ’algorithme est jusqu’a
neuf fois plus rapide que la librairie standard du langage C#. Nous avons validé le
comportement des fonctions et 'exactitude des opérations a ’aide des fichiers et
des cas d’essais les plus utilisés dans le domaine du traitement des nombres.

La difficulté de ce projet réside a plusieurs niveaux. Le langage C# est un langage
de haut niveau qui a d’abord été con¢u dans une optique de convivialité et de
modularité et non de performance. L’optimisation du code est une activité itérative
complexe qui nécessite de multiples connaissances techniques : programmation
avancée en C# et en C++, analyse du code JIT-assembler, analyse de la performance,
etc. Notre librairie tire avantage des opérations vectorisées (technologie SIMD),
particulierement efficaces, mais sous-documentées pour le langage C#.

La démarche d’optimisation du code réalisée dans ce projet s’applique a tout
programme écrit en langage C# ou la performance représente un enjeu. Notre
librairie permet d’améliorer considérablement la vitesse de lecture des nombres
flottants. Nous avons soumis la mise en oeuvre décrite au sein de ce mémoire a
Microsoft pour adoption au sein de sa plateforme .NET. Acceptée en février 2022
par les ingénieurs de Microsoft, notre contribution sera bientot utilisée par des
milliers de programmeurs et des millions d’utilisateurs de partout dans le monde
dés que la version 7.0 du framework sera rendue publique.
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ABSTRACT

In programming, it is common practice to use floating point numbers to represent
real numbers. Processing these numbers involves costly operations since the
data must be read and converted accurately. These operations can represent
a bottleneck when processing high volume data, for example exchanging data in
CSV (comma-separated values), JSON (JavaScript Object Notation) format, etc.

A new algorithmic approach to speed up the reading speed of floating point numbers
has recently been developed by Lemire (LEMIRE, 2021b). The performance of
his algorithm has been demonstrated using the C++ language in a library named
fast float (LEMIRE, 2021a). This master’s project aims to verify the potential of
this algorithm with the C# language.

In a test driven development approach, we analyzed and adapted the fast float
library in C# language. Although not as fast as its C++ version, our adaptation of
the algorithm is up to nine times faster than the standard C# language library.
We validated the behavior of functions and the correctness of operations using the
most widely used files and test cases in the field of number processing.

The difficulty of this project relies on several levels. C# language is a high-level
language that was first designed with ease of use and modularity in mind, not
for performance. Code optimization is a complex iterative activity that requires
multiple technical knowledge : advanced C# and C++ programming skills, analysis
of JIT-assembler code, benchmarking tools, etc. Our library takes advantage of
vectorized operations (SIMD technology), which are particularly efficient but
under-documented for C#.

The code optimization process carried out in this project may applies to any
program written in C# where performance is an issue. Our library considerably
improves the reading speed of floating point numbers. We have submitted our
implementation to Microsoft for adoption within its .NET platform. Accepted
in February 2022 by Microsoft engineers, our contribution will soon be used by
thousands of programmers and millions of users from all over the world as soon as
version 7.0 of the .NET framework is released.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

La mission de nombreux systémes informatiques repose sur une arithmétique
impliquant les nombres réels. Ces opérations, dont l'efficience et 'exactitude
s’aveérent cruciales, sont effectuées a ’aide d’une représentation établie en 1985.
La norme TEEE-754 définit la représentation par les nombres & virgule flottante
(également appelés nombres flottants). Cette norme est aujourd’hui reconnue
et adoptée par tous les acteurs de I'industrie. Toutefois, puisqu’il s’agit d’'une
approximation, 1'utilisation de cette norme requiert des opérations arithmétiques
complexes lors de la lecture et de ’écriture des nombres afin d’en préserver
I'exactitude et gérer les cas d’exception. Certains programmes manipulent une
quantité considérable de nombres a virgule flottante. Par exemple, la transmission
et le traitement & haut volume de données en format texte CSV (Comma Separated

Values) et JSON (JavaScript Object Notation).

La conversion décimale des nombres flottants a fait ’objet de nombreuses recherches
au cours des quelques 60 derniéres années (ASHENHURST & METROPOLIS, 1959).
La question est analysée dans les deux directions (lecture et écriture), 'objectif
étant toujours le méme : trouver l'algorithme le plus rapide pour lire et écrire ces
nombres tout en conservant ’exactitude. Ce probléme est toujours d’actualité :

alors que le volume et le débit des données a traiter ne cessent d’augmenter,



peu d’innovations sont répertoriées depuis les années 1990 en ce qui concerne la

méthode de calcul utilisée pour lire et convertir ces nombres.

En février 2021, Lemire a publié un article dans lequel il s’est intéressé au probléme
de la lecture et de la conversion des nombres décimaux en nombres & virgule
flottante (LEMIRE, 2021b). Son article, qui présente l’algorithme qu’il a mis au
point, est accompagné d’une librairie nommeée fast float. Ecrite en langage C++,
sa librairie offre des performances largement supérieures a toutes les solutions de

remplacement existantes.

La majorité des langages de programmation modernes proposent une implémentation
des nombres flottants sous la norme IEEE-754. C’est le cas du langage C#, développé
et mis au point par Microsoft au cours des 20 derniéres années. Suite a I’analyse
du code de la librairie standard du langage C#, nous estimions qu’il serait possible
d’obtenir des performances supérieures a l’algorithme en place. Nous avons voulu
démontrer par ces travaux de maitrise les gains en performance procurés par la

nouvelle approche.

1.1 Objectifs et questions de recherche

L’objectif principal de ces travaux de recherche est de programmer en langage
C# une adaptation de la librairie fast float (écrite en langage C++) et d’effectuer
une analyse détaillée de sa performance. Les travaux effectués se sont déroulés en

plusieurs étapes :

— Comprendre I'algorithme fast float et les enjeux liés aux nombres flottants;
— Programmer, tester et optimiser les fonctions de la librairie ;
— Mesurer les gains en performance par rapport a la librairie standard offerte

par Microsoft ;



— Comparer les performances en fonction du langage (C# vs C++) et de

I'encodage des caractéres (UTF-8 et UTF-16).

Nous avons répondu a ces questions :

1. Est-il possible d’atteindre des performances supérieures a ce qui est offert
par la librairie standard tout en conservant l’exactitude des calculs de

conversion des nombres flottants ?

2. Est-ce que les performances de librairie csFastFloat sont équivalentes a

celles de la librairie fast float originale ?

3. Quels sont les facteurs & considérer lors de 'optimisation de la performance
d’un programme écrit en langage C# 7
L’intérét de ces questions de recherche, outre I'amélioration significative de la
performance de la librairie standard de Microsoft, est d’identifier les facteurs qui
permettent au programmeur d’influencer positivement ’exécution du code par le
compilateur CLR (Common Language Runtime). Le langage C# n’a pas été congu

selon les mémes attentes que le langage C++ au niveau de la performance.

1.2 Motivation et pertinence du projet

Puisque la conversion des nombres décimaux en nombres flottants est une opération
fréquente et cotiteuse, elle peut représenter un goulot d’étranglement dans les cas
de traitement & haut volume. Alors que la bande passante et les capacités de
stockage ne cessent d’augmenter, il y a peu d’amélioration en ce qui a trait aux
opérations arithmétiques de conversion. Réduire le temps de traitement de ces

nombres procurerait un gain significatif de performance.

Outre la librairie standard de Microsoft, nous n’avons recensé aucune librairie
spécialisée dans le calcul des nombres flottants. Nous avons vérifié le code source

des principales librairies spécialisées dans la conversion des nombres flottants



(traitement de fichiers JSON, CSV) et chacune d’entre elles utilise la librairie

standard.

La démarche d’optimisation mise en ceuvre dans le cadre de ce mémoire peut s’avérer
tout a fait appropriée pour tout autre projet de développement ot la performance
représente un enjeu. Le dernier chapitre présente une liste de recommandations

visant 'optimisation des programmes écrits en langage C#.

1.3 Contribution et résultats obtenus

Les travaux d’adaptation effectués dans le cadre de ce mémoire ont permis de
mettre en place la librairie csFastFloat (C-Sharp Fast-Float). Notre implémentation
en langage C# de l'algorithme a été publiée en février 2021 sur la plateforme
collaborative GitHub. Cette plateforme internationale permet aux concepteurs de
logiciel de contribuer a de multiples projets de type logiciel libre (open source).
Cette tendance est répandue et les chefs de file de I'industrie comme Microsoft
publient sur cette plateforme le code source de leurs librairies. Nous avons également
publié la librairie csFastFloat sur le site NuGet.org ol sont partagées des centaines
de librairies utilitaires. Depuis sa mise en ondes, elle a été téléchargée plus de

1 800 fois.

La performance de la librairie csFastFloat est largement supérieure a la librairie
standard de Microsoft (jusqu’a neuf fois plus rapide). L’algorithme et nos résultats
ont été portés a 'attention des spécialistes de chez Microsoft. Notre suggestion
d’inclure cet algorithme dans une prochaine version de la librairie standard a été

acceptée. Les travaux visant & incorporer 'algorithme fast float sont en cours.



1.4 Défis inhérents au travail de recherche

L’informatique en tant que science comporte une composante théorique et une
composante expérimentale. Ce projet s’inscrit dans ’algorithmique expérimentale :
nous cherchons a faire le lien entre un algorithme et la performance de sa mise en
oeuvre. En effet, il est possible pour un algorithme efficace d’avoir une performance
décevante ou avantageuse lorsqu’il est mis en oeuvre au sein d'un systéme donné, et
c’est souvent par I'expérience qu'un tel constat est effectué. Par ailleurs, notre projet
comporte aussi une composante de recherche en ingénierie puisque nous comparons

expérimentalement différentes solutions & un probléme pratique important.

L’analyse de la performance et 'optimisation d’un programme informatique est un
processus itératif ardu. Les outils de mesure & notre disposition, aussi sophistiqués
soient-ils, demeurent un élément de complexité avec lequel il faut composer. Nous
mesurons des opérations qui s’effectuent en nanosecondes dans un environnement

sensible aux fluctuations.

La nature méme de la tache & accomplir demeure le plus grand défi. Puisque les
langages C++ et C# possédent une syntaxe similaire et plusieurs points en commun,
passer d’'un langage a ’autre pourrait sembler facile & premiére vue. Or, ce n’est
pas le cas pour plusieurs raisons. D’abord, il faut maitriser 1’algorithme et son
implémentation afin de pouvoir en conserver 'esprit. Méme s’il parait simple en soi,
I’algorithme fast float comporte un bon nombre d’opérations arithmétiques pour
lesquelles I'exactitude doit étre garantie. De plus, le code a adapter est hautement
optimisé et fait usage de fonctionnalités qui n’ont pas d’équivalence en langage C#.
Notre objectif était clair : il ne suffisait pas de proposer une adaptation sans faille,
il fallait tirer le maximum des capacités de I’écosystéme .NET. A cet effet, nous
avons mis a profit une technologie nommée SIMD (Single Instruction, Multiple

Data) qui permet d’effectuer des opérations (fonctions) dites “vectorisées” ou 1'on



traite simultanément les données en blocs. Ce concept, qui se préte parfaitement &
I’analyse des chaines de caractéres, a également été employé par Lemire dans sa
version C++ sous une forme légérement différente. Comme nous l'expliquerons dans
les sections suivantes, Lemire a utilisé une technique appelée SWAR (SIMD Within
A Register) ne nécessitant pas l'implication de ces fonction spécialisées. L’emploi
des fonctions SIMD vectorisées nécessite une transformation des algorithmes afin de
traiter les données en blocs. Ce qui ajoute au défi, c’est que 'usage de ces fonctions

est trés peu répandu en langage C# et que la documentation est minimale.

1.5 Plan du mémoire

Ce mémoire est constitué en deux parties. La premiére, Etat de I'art, débute par
un portrait des connaissances en lien avec les travaux de ce mémoire. Nous y
détaillerons le concept des nombres a virgule flottante, le contexte dans lequel la
norme IEEE-754 a été mise en place ainsi que les principaux articles publiés en
lien avec le sujet. Un chapitre sera également consacré aux aspects techniques des
langages de programmation utilisés ainsi qu’a la technologie des tests unitaires.
La seconde partie combine les différents éléments de contribution. Nous décrirons
d’abord l'algorithme fast float et son implémentation en langage C++. Par la suite
seront abordés les travaux d’adaptation et de conversion vers le langage C#. Nous
présenterons les résultats obtenus et en ferons I'analyse détaillée. Finalement, nous
dresserons une liste de recommandations favorisant ’atteinte d’une performance

élevée en langage C#.



Premiére partie

Etat de I’art



CHAPITRE II

PORTRAIT DES CONNAISSANCES

Une grande partie des travaux du mémoire consiste en la lecture et I'analyse de
données exprimées en nombres décimaux afin de les convertir en nombres a virgule
flottante. Dans ce chapitre, nous dresserons le portrait des connaissances en lien
avec ce sujet. Dans un premier temps, nous définirons cette représentation des
nombres réels et passerons en revue les principaux éléments de la norme IEEE-754
ainsi que le contexte dans lequel elle a été établie. Cette norme, et les différentes
révisions dont elle a bénéficié, est le résultat du travail de plusieurs experts.
Nous résumerons les articles pertinents en lien avec la portion de la norme qui
concerne la lecture et ’écriture des nombres flottants. Bien que par convention cette
représentation des nombres réels est largement adoptée par l'industrie, d’autres
formes ont été définies. Nous terminerons en dressant une liste de quelques autres

représentations des nombres réels.

2.1 Représentation des nombres réels

Pour 'humain, la lecture et ’écriture d’un nombre réel (entier, décimal ou fraction)
ne posent aucun probléme. Comme nous avons tous appris & compter en base
10, nous concevons assez facilement les valeurs 23 et 0.15. Nous associons aux

n positions numériques les valeurs x x 10™ pour la portion entiére et x x 10™" pour



1 1 1

Figure 2.2 : Représentation en base 2

la partie décimale (figure 2.1). Ainsi, le nombre 4.3 se calculera : 4 x 143 x 75 +

0 x ﬁ ... =4.3. Pour ce qui est des fractions, nous utilisons et comprenons la
valeur % sans la représenter de fagon exacte. Au besoin, nous pouvons recourir a la

notion de valeur périodique (par exemple, 0.33).

Dans la mémoire de l'ordinateur cela n’est pas aussi simple puisque les calculs
mathématiques s’effectuent en base 2. Les valeurs sont calculées selon x x 2" et
x x 27" (figure 2.2). Les bases binaire et décimale ne sont pas commensurables
(toutes les valeurs de la base 10 ne peuvent pas étre représentées exactement par la
base 2). Par exemple, la valeur du nombre 0.3 s’exprimera en binaire 0.01001100110
ol la derniére portion “0110” sera périodique. Avec les séquences périodiques, le
probléme qui survient en est un de capacité de stockage. Que ce soit sur 32 ou 64
bits, il y une limite au nombre de 1 ou de 0 qu’il serait possible d’intégrer pour
s’approcher de la valeur 0.3. Le tableau 2.1 présente une approximation du nombre

0.3 en base binaire en utilisant 12 chiffres aprés la virgule.



Tableau 2.1 : Représentation de la partie décimale d’'un nombre en binaire

Position n Valeur z 27" x X 27"
1 0 0,5 0
2 1 0,25 0,25
3 0 0,125 0
4 0 0,0625 0
5 1 0,03125 0,03125
6 1 0,015625 0,015625
7 0 0,0078125 0
8 0 0,00390625 0
9 1 0,001953125 0,001953125
10 1 0,000976563 0,000976563
11 0 0,000488281 0
12 0 0,000244141 0

Total 0,299804688

2.2 Nombres a virgule flottante

L’arithmétique sur les nombres flottants assistée par I’ordinateur ne date pas d’hier.
La premiére implémentation répertoriée serait 1’ordinateur électromécanique 73
mis au point par Zuse en 1941 (WIKIPEDIA, 2021f). Dans les années qui ont suivi,
cette arithmétique est devenue fréquente et pratiquement tous les concepteurs
d’ordinateur proposaient leur propre implémentation. Par exemple, les premiers
ordinateurs UNIVAC et IBM 704 supportaient les nombres flottants différemment
(répartition des bits, etc.). Deux formats de nombres binaires ont été mis en place :

fixe et flottant.

Les nombres a virgule fixe correspondent a la représentation entier/fraction a
laquelle on a fait référence précédemment. On segmente la série de bits disponibles
en deux sections. La premiére constitue la partie entiére du nombre et la deuxiéme
la partie fraction. L’attribution des bits pour 'une ou 'autre des parties aura un

impact direct sur I’étendue et la précision qu’il est possible de couvrir avec ces
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partie fixe partie fraction
0 r | 0+ [ o [ 4 | o | 1 [ 2 | o |
16 4 2 1 1/2 1/4 1/8 1/16

Figure 2.3 : Répartition des bits au format fixe

mantisse exposant
0 1 | 1 | o [ /7 T o T 1 T 1
16 4 2 1 8 4 2 1

Figure 2.4 : Répartition des bits au format flottant

nombres. Accorder plus de bits a la partie fraction augmentera la précision au

détriment de la portée (range).

Les nombres binaires & virgule flottante utilisent la notation scientifique en base 2.
En mémoire, la série de bits est divisée en deux. La premiére partie est affectée a la
mantisse et la deuxiéme a 'exposant. Augmenter les bits de la mantisse accentuera
la précision mais diminuera 1’étendue de I’exposant. Pour certaines représentations,
seule la partie fraction de la mantisse sera conservée en mémoire. Pour les nombres
normalisés, la partie entiére (qui posséde la valeur 1) est implicite et sera considérée
comme un bit caché (implicit bit). Les figures 2.3 et 2.4 illustrent une répartition

des bits pour chaque format sans pour autant évoquer un standard précis.

2.3 Norme IEEE-754

Avant l'arrivée d’un standard, la répartition des bits, la détermination du signe et
la détection des exceptions variaient d’un fabricant de microprocesseurs et d'un
langage a l'autre procurant ainsi certains ennuis aux programmeurs. L’exécution
du méme code sur une autre plateforme pouvait donner un résultat différent.
Les variations s’exprimaient a deux niveaux : matériel (processeurs) et logiciel
(librairies comportant les routines de calcul). Généralement, 'arithmétique était
confiée a certaines librairies logicielles spécialisées. Il était parfois possible d’ajouter,

en option, un module physique de calcul arithmétique (Floating Point Unit).
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Vers la fin des années 70, la concurrence entre les fabricants de microprocesseurs
est féroce. Alors que chaque fabricant implémente I'arithmétique sur les nombres
flottants a sa facon, quelques acteurs de I'industrie tentent de s’imposer comme
leader (Intel, Motorola, Zilog et National semiconductors pour ne nommer que
ceux-1a). Au moment de développer le coprocesseur Intel 8087, les dirigeants de
la compagnie Intel ont en téte 'objectif suivant : obtenir les mémes résultats
arithmétiques sur toutes les plateformes ot le coprocesseur est utilisé. Ils confient
cette tache ambitieuse a Wiliam Kahan. Avec son souci du détail et sa forte
personnalité, Kahan était tout & fait désigné pour mener a terme ce mandat.
Rapidement, ses travaux attirent ’attention des autres fabricants et quelques
rencontres de travail sont tenues pour tenter de mettre en place la solution la
plus adéquate. A I’époque, le coiit et la disponibilité de chaque transistor étaient
déterminants. Aidé de Coonen (son étudiant de I’époque) et Stone (un professeur
en visite & Berkeley), Kahan mettra en place ce qui sera la base du standard
[EEE-754 (WIKIPEDIA, 2021g; SEVERANCE, 1998). On le surnomme d’ailleurs a
cet effet le “pére des nombres a virgule flottante”. En 1981, il conclut ses travaux en
publiant un article intitulé “Pourquoi avons-nous besoin d’un standard arithmétique

pour les nombres a virgule flottante”. (KAHAN, 1981).

Adoptée en 1985 par le IEEE (Institute of Electronics and Electrical Engineers) (IEEE,
1985), la norme IEEE-754 a établi les régles a suivre pour la représentation, la
manipulation (addition, soustraction, multiplication, division et racine carrée), la
gestion des exceptions ainsi que la procédure d’arrondissement. L’établissement
et Iapplication de cette norme se sont étalés sur plusieurs années. On rapporte
quelques événements catastrophiques liés aux erreurs de calcul qui auraient pu
étre évités par 'application du standard. Les plus cités sont I’échec en 1991 du
systéme de défense Patriot (n’ayant pas réussi a bloquer un missile Scud et causant

la mort de 28 personnes), I’écrasement en 1996 de la fusée Ariane 5 ainsi que
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la dérive d’un index boursier ayant duré 22 mois a la Bourse de Vancouver en
1983. Heureusement, ces régles sont désormais respectées par tous les fabricants
de microprocesseurs modernes et implémentées dans la majorité des langages de
programmation. Elles permettent de traiter avec précision les nombres réels trés

grands et trés petits.

Représentation en mémoire

La norme IEEE-754 prévoit la répartition et 'usage de chacun des bits en fonction
de la notation scientifique et des trois composantes de celle-ci : signe, mantisse et
exposant en base 2 (tableau 2.2). Le bit affecté au signe du nombre permet de
traiter les nombres positifs et négatifs. La mantisse représente la partie fraction
des chiffres significatifs du nombre et la partie entiére (assumée a la valeur 1 pour
les nombres normalisés) est implicite. On qualifie cette partie de bit caché ou
implicite puisqu’elle fait partie du calcul mais n’est pas conservée en mémoire.
Pour l'exposant, puisqu’il est nécessaire de représenter a l'aide d’une variable
non signée des valeurs positives et négatives, la stratégie utilisée est la suivante :
décaler la valeur de I’exposant en y ajoutant un seuil. Tout chiffre au-dela du
seuil représentera un exposant positif et vice versa. La valeur du seuil est fixée en
fonction du nombre de bits consacrés a I'exposant. En 32 bits, puisqu’il y a 8 bits
pour I'exposant, le seuil sera 127 (28 — 1). Pour le format 64 bits, ou il y a 11 bits
pour Pexposant, ce sera 1023 (2!' — 1). En anglais, on désigne cette valeur biased
exponent. La plage et la précision varient en fonction de la taille en octets de la
variable. La plupart des langages de programmation possédent leurs propres types

de données permettant de représenter les nombres flottants.
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Tableau 2.2 : Représentation en mémoire d’un nombre flottant selon la norme
IEEE-754

Variable float (32 bits) Variable double (64 bits)

Signe +/- 1 bit 1 bit
Mantisse (sans le bit implicite) 23 bits 52 bits
Exposant 8 bits 11 bits

Conversion en nombre binaire flottant

La conversion d’un nombre décimal en nombre binaire flottant s’effectue en quelques
étapes simples. Cet exemple, calculé en fonction d’une variable sur 32 bits, illustre

la séquence a effectuer :
1. Calculer le bit du signe (0 si positif) ;
2. Convertir la valeur décimale en binaire ;
3. Représenter le nombre binaire en notation scientifique ;
4. Ajuster 'exposant en fonction du seuil (par exemple 127 + exposant) ;

5. Conserver sur 23 bits la partie fraction du nombre a titre de mantisse (par

exemple 1.1010 donnera 1010).

Pour reconstituer la valeur décimale d’un nombre binaire normalisé, on utilisera la

formule (—1)¥8"° x (1 4 mantisse) x 2(exposant—127),

Opérations mathématiques

Pour l'addition et la soustraction, il faut d’abord représenter les deux nombres
selon le méme exposant. Suite & 'opération, on procédera aux arrondissements
requis. Pour la multiplication (et la division), les mantisses seront multipliées

(divisées) et les exposants additionnés (soustraits).
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Gestion des exceptions

Certaines exceptions sont prévues pour tenir compte des nombres 0 et infini (positif,
négatif) ainsi que la situation ou la valeur n’est pas un nombre représentable (NaN :
not a number) comme c’est le cas par exemple pour v/—5 et 8. Toute opération
invalide retournera le résultat NaN. La norme couvre également les situations de
débordement ou le nombre est trop petit ou trop grand pour étre représenté a

I'aide du nombre de bits (underflow et overflow).

Procédures d’arrondissement

Avec ce modeéle de représentation, certaines valeurs et résultats d’opérations sur
les nombres réels ne peuvent étre exprimés avec exactitude. Par exemple, lorsque
la valeur binaire d’'un nombre s’exprime par une séquence périodique, il faut
alors procéder a une coupure ainsi qu’a un arrondissement. Instaurée en 1985 puis
révisée en 2008 et 2019, la norme IEEE-754 prévoit les procédures d’arrondissement
suivantes pour une valeur x (MULLER et al., 2010) :
— Arrondissement vers I'infini négatif : la valeur sera égale au plus grand
nombre flottant (possiblement 'infini négatif) inférieur ou égal a x;
— Arrondissement vers I'infini positif : la valeur sera égale au plus petit nombre
flottant (possiblement l'infini positif) supérieur ou égal & = ;
— Arrondissement vers zéro (tronquer les données) : la valeur sera égale au
plus grand nombre possédant une magnitude inférieure a la magnitude x.
Ainsi, la valeur sera arrondie vers le haut pour les nombres négatifs et vers
le bas pour les valeurs positives
— Arrondissement vers la valeur la plus prés : la valeur sera égale au nombre

flottant le plus prés de x. Pour les cas ol x est situé exactement entre deux
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nombres flottants consécutifs 'option par défaut sera d’arrondir au nombre

pour lequel la mantisse est un nombre pair (round to nearest even).

2.4 Articles pertinents

Cette section présente, en ordre chronologique, une sélection d’articles pertinents
en lien avec ce mémoire. Ces articles, déterminants et complémentaires, portent sur
la lecture et ’écriture des nombres flottants. A la fin de cette section, le tableau 2.4
résumera les différents articles en fonction des deux opérations (lecture et écriture).
L’article du professeur Lemire et son algorithme fast float seront présentés dans

les chapitres suivants.

Au début des années 1980, Connen compléte ses études sous la supervision de
Kahan. Il publie un guide pour la mise en ceuvre du standard IEEE-754 (COONEN,
1980) suivi d’une thése de doctorat sur le méme sujet. Son guide comporte deux
parties. La premiére constitue une description des éléments d’arithmétique (formats,
opérations, exceptions, arrondissements, débordements, etc.). La deuxiéme partie
est une série de spécifications destinées a tout fabricant de processeurs désirant
implémenter la norme IEEE-754. Dans sa thése, Coonen dresse le portrait du

contexte dans lequel cette norme a été développée.

Pendant des années, Steele et White se sont intéressés a la conversion décimale
des nombres binaires (STEELE & WHITE, 1990). Ils ont étudié la question et mis
en lumiére plusieurs problémes inhérents a la facon dont les nombres binaires
étaient convertis. Leur article, paru dans la conférence PLDI de 1990, traite
de la représentation décimale des nombres binaires flottants de fagon a ne subir
aucune perte d’information, ne produire aucune information non essentielle (chiffres

superflus) et procéder correctement a 1’arrondissement lorsque requis.

16



Dans l'optique de ne produire que le bon nombre de décimales (aucun garbage),
ils ont établi le nombre maximal de chiffres & produire (noté N) pour convertir un
nombre possédant (n) chiffres d’une base vers une autre sans perte de précision
(N =2+ [n/log, 10]). Cette formule présume que les opérations d’arrondissement
s’effectuent correctement. Ils proposent plusieurs algorithmes nommés “Dragon
(1, 2, 3 et 4)”. L’impact des travaux de Steele et White est considérable. Ils ont
influencé les spécifications de conversion décimale des langages de programmation
mis en place dans les années subséquentes (Java, C, JavaScript). Dans la méme
conférence, Clinger publie un article dans lequel il traite de la conversion des
nombres décimaux en nombres binaires flottants (CLINGER, 1990). I1 explique
que puisque les bases 2 et 10 sont incommensurables (il n’est pas possible de
représenter exactement en base 2 tous les nombres en base 10), il faut s’en remettre
a la meilleure approximation pour w x 10? ot w et g sont des entiers positifs. 11
est a la recherche d’un algorithme efficient ot 'approximation est la plus juste

possible.

Son algorithme nommé Bellerophon (en référence au héros grec ayant battu “le
dragon”) procure une méthode rapide pour calculer la valeur d’'un nombre flottant
basée sur une table de puissances de 10 précalculées. Avec ces valeurs, qui peuvent
étre représentées exactement par des variables de type double (ou float), le calcul
devient alors trivial. Il suffira de multiplier (ou diviser si 'exposant est négatif) la
mantisse par 10 a la puissance de I'exposant. Cela implique toutefois une condition :
I'exposant et la mantisse doivent étre compris dans une certaine limite (tableau 2.3).
Dans ce mémoire, nous désignerons ce calcul comme la méthode rapide de Clinger
(Clinger’s Fast Path). Avec I'algorithme Bellerophon, les nombres qui ne peuvent
pas étre traités par la voie rapide doivent passer par une solution un peu plus ardue.
Il faut d’abord calculer une approximation pour ensuite basculer vers un second

algorithme moins efficient qui converge vers la meilleure approximation possible. Les
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Tableau 2.3 : Conditions requises pour la méthode rapide de Clinger

Conditions float double
Exposant minimal -10 -22
Exposant maximal 10 22
Nombre de bits pour la mantisse 23 52

calculs de Clinger utilisent la précision arithmétique double étendue (WIKIPEDIA,

2021a).

Un peu plus tard la méme année, Gay publie un article ou il vint raffiner le
travail de Clinger (GAY, 1990) de deux fagons. D’abord, sa solution permet une
approximation rapide qui va au-dela des limites fixées par la méthode rapide de
Clinger. De plus, elle ne nécessite qu’'une arithmétique a précision double. Pour
tout exposant entier supérieur a 22, il décompose la formule d’approximation
ainsi : (w x 109722) x 10%2 ot ¢ doit étre tel & ce qu’il soit possible de représenter

exactement la valeur 10722,

En 1991, Golberg publie un ouvrage qui allait devenir une référence (GOLDBERG,
1991). Son article traite notamment de l’arrondissement des nombres flottants,
du standard IEEE-754, des aspects systémiques (instructions, compilation et
traitement des exceptions) et certains sujets spécifiques comme les erreurs liées a

l’arrondissement et la conversion décimale des nombres binaires.

En 2010, Loitsch publie le résultat de ses travaux sur la conversion décimale des
nombres flottants (LOITSCH, 2010). Il y présente ses algorithmes nommeés Grisu (en
référence au dragon du dessin animé italien Gristt). Sa méthode de calcul permet
de laisser tomber la précision double qui était requise précédemment par Steele,

White et Gay. De facon simplifiée, 1'idée est la suivante : tout nombre flottant o
fv

2—€v *

Iexposant est négatif peut s’exprimer par la forme Il est possible de calculer

la valeur de chaque chiffre (digit) du nombre v en déterminant un exposant décimal
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Tableau 2.4 : Résumé des opérations couvertes par article

Référence lecture écriture
(COONEN, 1980) oui oui
(STEELE & WHITE, 1990)  non oui
(CLINGER, 1990) oui non
(GAY, 1990) oui non
(GOLDBERG, 1991) oui oui
(LorrscH, 2010) non oui
(ADAMS, 2018) non oui

t tel que 1 < f;f—elvot < 10. Le résultat entier de la division constitue le premier

chiffre. Il suffit ensuite de prendre le reste de la division multiplié par 10 et répéter

I'opération de division. Cet algorithme devient efficace lorsque 1’on conserve en

10t
2¢t

mémoire une table des valeurs approximatives de Il n’est alors plus nécessaire

d’utiliser les cotiteuses opérations arithmétiques a précision double.

En 2018, Adams présente ce qui est considéré aujourd’hui comme I’algorithme le
plus rapide pour la conversion décimale des nombres flottants (ADAMS, 2018). Son
algorithme est nommé Ryu (en référence au surnom japonais signifiant dragon).
L’idée de base est la suivante. En premier lieu, on décode et analyse le nombre
flottant & convertir sous la forme f = (-1)° x my x 2¢/. Ensuite, considérant les
nombres flottants f~ et f* qui sont situés tout juste avant et aprés le nombre
a convertir f, on évalue les points de milieu suivants : % et f+Tf+ Le reste de

I’algorithme consiste & arrondir et tronquer le nombre f en fonction de ces points

de milieu.

2.5 Autres représentations des nombres réels

De nos jours, pratiquement tous les ordinateurs utilisent la norme IEEE-754

pour représenter les nombres réels. Cela n’exclut toutefois pas qu’on reproche a
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cette représentation des lacunes qui peuvent s’avérer déterminantes dans certains
scénarios. La précision fixe qui ne convient pas a toutes les applications, la confusion
qui peut résulter des multiples valeurs possibles des nombres non représentables
(NaN), les erreurs d’arrondissement ainsi que les débordements (underflow et
overflow) ne sont que quelques exemples. Les détracteurs de cette norme évoquent
souvent ’argument que cette norme “one size fits all” est vieillissante puisqu’elle
est fondée sur des travaux ayant eu lieu dans les décennies 70 et 80. On dénonce
également le caractére énergivore des unités de calculs des nombres flottants
(Floating Point Unit) qui peut représenter dans certains cas jusqu’a 50 % de la

consommation énergétique du processeur (TAGLIAVINI et al., 2018).

En 2010, Collishaw et al. proposent un amendement a la norme IEEE 754 pour
y inclure les nombres a virgule flottante en base décimale (COWLISHAW et al.,
2001). Les nombres flottants décimaux (decimal floating point) offrent plusieurs
avantages a leurs semblables binaires. Tout d’abord, puisqu’ils sont conservés en
base 10, aucune transformation n’est requise pour la lecture et I’écriture. Cela
réduit considérablement les erreurs de conversion. Ce format est tout a fait adapté
aux opérations monétaires puisqu’il est possible de représenter avec exactitude les
valeurs telles que 1,10. Plusieurs langages de programmation proposent déja ce
type de représentation. C’est le cas pour le langage C# et son type de données
decimal (sans toutefois respecter la norme IEEE 754). Puisqu’elles reposent sur
une implémentation logicielle, les opérations sur les nombres flottants peuvent

représenter des cotits de traitement additionnels.

En 2015, Gustafson propose ce qu’il décrit lui-méme comme le résultat de “25 ans
d’efforts pour proposer quelque chose de mieux que les nombres a virgule flottante”.
I1 propose une toute nouvelle famille de représentation appelée Unums ( Universal
numbers) (GUSTAFSON, 2017), un superensemble des standards IEEE 754 et 1788.

Son concept sera bonifié & trois reprises depuis : types I (2015), IT (2016) et
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Posits/III (2017). Lors d’un séminaire dispensé en 2017, Gustafson détaille ses
motivations et les problémes qu’il adresse avec sa solution (GUSTAFSON, 2021b).
En représentation Posits, les bits sont utilisés de facon a retirer le maximum
d’information par bit (entropie). Ils sont répartis en signe, régime, exposant et
fraction. La formule de calcul est semblable aux nombres flottants : (-1)8%¢ x
2exposant

X 1 + fraction. La valeur de ’exposant est déterminée par les bits du

régime et de I'exposant et n’implique pas I'utilisation d’un biais.

Cette représentation, basée sur des concepts algébriques et géométriques (en
opposition aux calculs pour les nombres flottants), alterne entre les nombres
exacts et les intervalles. Contrairement au standard IEEE 754 ot la meilleure
approximation possible d’un nombre réel est utilisée, cette représentation tolére
un résultat inexact. On évaluera alors un nombre & l'aide d’un intervalle. Selon
Gustafson, les Posits permettent d’obtenir une meilleure précision (par rapport a la
norme [EEE 754) pour le méme nombre de bits ou encore une précision équivalente
en utilisant moins de bits. Par conséquent, le processus de traitement consomme
moins d’énergie. Le nombre de bits requis pour représenter un nombre réel en
Posits n’est pas fixé. Il s’agit d’une variante du modéle des nombres a virgule
flottante effilés (Tapered Floating Point) proposé par Moris en 1971 (WIKIPEDIA,
2021c) auquel un bit d’incertitude a été ajouté. On y utilise un nombre de bits

variable pour représenter les nombres.

Son concept a été implémenté en quelques langages de programmation (Julia,
C++) et certains progiciels tel MatLab. Il n’a toutefois pas encore fait 1'objet
d’une implémentation matérielle. Sa proposition a été mal recue par Kahan.
Dans un texte publié en 2015 (KAHAN, 2021) ainsi que lors d’un débat organisé
en 2016 (GUSTAFSON, 2021a), Kahan critique avec véhémence l’approche de
Gustafson. Il la juge cotiteuse (en termes des transistors qu’elle impliquerait

pour une implémentation matérielle) et appuyée sur des concepts mathématiques
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insatisfaisants (seules des notions algébriques et géométriques sont requises). Il
accuse Gustafson de faire preuve d’une incompréhension délibérée. De nombreuses
études comparant les avantages et inconvénients des Posits sont parues dont celle
de De Dinechin et al. (DINECHIN et al., 2019). Elles convergent principalement vers
la méme conclusion : les Posits ne pourraient pas remplacer tels quels les nombres
flottants du standard IEEE. Comme l'indique De Dinechin, lorsque les Posits
font mieux que les nombres flottants de la méme taille, il offrent une précision
supérieure. Toutefois, dans les cas ot ils sont moins bons (selon certaines exceptions
problématiques), leur précision varie dramatiquement. Les travaux de Gustafson
ont relancé 'intérét au sujet de la représentation des nombres naturels. Entre autres,
dans un article publié en 2018, Lindstrom et al. proposent un framework modulaire
permettant de généraliser la représentation des nombres réels (LINDSTROM, LLOYD
& HITTINGER, 2018). Leur modéle générique est basé sur les représentations IEEE
et Posits et met a profit les encodages de Elias (méthodes d’encodage des entiers

positifs mis au point dans les années 70)(ELIAS, 1975).
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CHAPITRE III

ELEMENTS DE PROGRAMMATION

Les langages C++ et C# font partie des langages de troisiéme génération. En
opposition aux deux premiéres générations (machine et assembleur), les langages de
cette génération sont portables (indépendants de la plateforme d’exécution), offrent
un niveau d’abstraction supérieur (WIKIPEDIA, 2021b) et permettent dans bien
des cas la programmation orientée-objet. Deux autres niveaux de classification sont
également répertoriés. La quatriéme génération regroupe les langages a domaines
spécifiques comme l'interrogation des banques de données avec le langage SQL
(Structured Query Language). La cinquiéme génération comporte les langages
de programmation & contraintes (& base de régles) et a inférences. Son usage
est principalement réservé au domaine de l'intelligence artificielle. C’est le cas
par exemple du langage Prolog. Le niveau d’abstraction offert par un langage
peut représenter un impact sur la performance d’un programme puisque certaines

opérations sont prises en charge par le compilateur.

Ce chapitre présente une introduction aux deux langages de programmation utilisés
dans le cadre de ce mémoire. Les langages C++ et C# ont été congus a plus de 20 ans
d’intervalle. Nous exposerons pour chaque langage le contexte et les motivations
pour lesquels ils ont été créés, leur mécanique de compilation ainsi que le support

offert pour I'utilisation des nombres flottants au niveau de leur librairie standard.
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Une section est également consacrée a la technologie des tests unitaires, élément

clé de la réussite de tout projet de programmation.

Bien que tous les deux classés dans la méme génération, ces langages sont a la fois
similaires pour leur syntaxe et différents dans leurs objectifs. Alors que le langage
C++ est orienté vers la performance, le C# est orienté vers la convivialité et offre
de nombreuses fonctionnalités qui relévent davantage de la quatriéme génération.
Mentionnons par exemple la composante LINQ (Langage INtegrated Query) qui
simplifie l'itération et la projection sur les collections (éléments en mémoire) et
les banques de données. Quotidiennement indispensables & tout programmeur,
ces fonctionnalités visent & simplifier et accélérer la mise en place de solutions

logicielles et non la performance de haut niveau.

3.1 Langage C++

Le langage C++ a été inventé par Stroustrup au début des années 1980 (STROUSTRUP,
2021a). Au cours de ses études universitaires, il travailla avec le langage Simula,
premier langage orienté-objet dont I'origine remonte & la fin des années 60 (SKLENAR,
2021). Dans une entrevue réalisée en 1994, Stroustrup raconte en détails les
différentes motivations qui 'ont amené & inventer un nouveau langage (STROUSTRUP,
2021b). Avec Simula, les ennuis qu’il rencontre sont nombreux : organisation du
programme, lenteur d’exécution, portabilité et cotits d’exploitation. Lui vient alors
I'idée d’ajouter ce paradigme de programmation a un langage beaucoup plus rapide.
Il cible alors le langage C, la meilleure option disponible a ses yeux. Ce langage est

efficient et portable. Il est autant utilisé dans l'industrie qu’au niveau académique.

L’extension qu’il congoit sera d’abord appelée “C with classes”. En 1985, il publie
le livre “Programming with C++” qui devient rapidement une référence. Le langage

est tellement populaire qu'un comité ISO est formé afin d’en produire une norme
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(ISO 14882) qui sera publiée en 1998 (INTERNATIONAL ORGANIZATION FOR
STANDARDIZATION, 2021). Ce langage a par la suite évolué graduellement et, a ce

jour, nous en sommes a la version 20.

Considéré comme 'un des langages les plus rapides et les plus performants, le C++
est compilé directement en langage machine. Le cycle de compilation est composé de
trois étapes : le prétraitement (preprocessing), la compilation et I’édition des liens
(linking). La premiére étape permet de mettre en place le code brut a compiler. Le
code sera dépouillé de tous ses commentaires et les instructions appelées “directives”
seront traitées pour prendre en charge I’ajout de fichier d’en-téte (#include), la
définition des types (#define) et certaines inclusions basées sur la définition
symbolique (#ifdef). A cette étape seront exécutées I'analyse syntaxique (lexicale)
et sémantique. Par la suite, le compilateur transformera le code brut en code
assembler dans un ou plusieurs fichiers appelés “objet”. Finalement, le produit
de la compilation sera réorganisé, c’est-a-dire que les liens entre les fichiers objet
seront résolus (définitions, symboles, adresses mémoire) afin de produire un résultat
final (output). Deux types de fichiers peuvent alors étre produits : les librairies

(parties de code destinées & étre jointes & d’autres programmes) et les programmes

autonomes (executable).

Les programmes C++ peuvent étre compilés et exécutés sur toutes les plateformes
d’exploitation. Il existe des compilateurs tout a fait gratuits, I'un des plus connus
étant GCC (GNU compiler collection). L’utilisation des trousses d’outils visant
a faciliter le cycle de développement (compilation, essais unitaires, paquetage,
installation) est une tendance a la hausse. A titre d’exemple, on peut citer le
logiciel CMake dont 1'usage est de plus en plus répandu. En plus de sa version

gratuite (il s’agit d’un logiciel libre), CMake offre une version payante personnalisée.
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Le langage C++ est fortement typé (toutes les variables doivent avoir un type
défini). En ce qui a trait aux nombres a virgule flottante, deux types de données
sont utilisés : float (précision simple sur 32 bits) et double (précision double sur
64 bits). Le traitement des nombres flottants (lecture et écriture) fait partie des
opérations offertes dans la librairie standard. A cet effet, deux fonctions sont
offertes : std::strtod pour la lecture (string to decimal) et std::to_string
pour ’écriture. L’extrait de code 3.1 illustre le passage aux deux formes avec ces

fonctions de base.

Extrait de code 3.1 : Traitement des nombres flottants avec les fonctions de base

en C++

#include <iostream>

#include <cstdlib>

using namespace std;

int main ()
{
char maChainel[] = "1.23";
char *finChaine;
double resultat;
// lecture
resultat = strtod(maChaine ,&finChaine) ;
// ecriture
cout << "resultat : " << to_string(resultat);

return O;

En langage C++, la responsabilité de la gestion de la mémoire est entiérement

confiée au programmeur. Cela lui confére un controle total sur ’allocation et 1'acces.
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L’utilisation des pointeurs et des références est fréquente et la validation des bornes

(bound checking) est assumée par le programmeur.

3.2 Langage C#

Le langage C#, mis en place par la société Microsoft, a été rendu public en 2002
dans le cadre du dévoilement de la plateforme de développement appelée .NET.
Tout comme les langages Java et C++ dont il est largement inspiré, C# est un
langage orienté-objet (il supporte I'encapsulation, I'héritage, le polymorphisme et
I'abstraction) et fortement typé (toutes les variables doivent avoir un type défini).

Il s’agit d’un langage robuste et facile & apprendre (MAHESH, 2021).

C# est un langage de troisieme génération largement utilisé. Cela s’explique par sa
convivialité, la rapidité avec laquelle on peut arriver au résultat et sa ressemblance
avec les langages Java et C++. En mars 2021, le site TIOBE.com classait le C#
au cinquiéme rang des langages les plus populaires (TIOBE, 2021), tout juste
derriére C, Java, Python et C++ (figure 3.1). Ses usages sont multiples : applications
Web avec la plateforme ASP.NET (Active Server Pages), applications Windows,
applications mobiles ainsi que développement de jeux vidéo. A cet effet, il est a
noter que le C# s’intégre parfaitement avec ’engin Unity, populaire dans le milieu
de la conception des jeux vidéo. Le langage en est a sa version 9.0 publiée en
2020 en méme temps que la toute derniére plateforme de développement .NET
5.0. Chaque version apporte son lot de fonctionnalités additionnelles et Microsoft

publie une version tous les deux ou trois ans.

Contrairement au langage C++, le C# n’est pas compilé directement en langage
machine. Il est d’abord traduit en langage intermédiaire MSIL (Microsoft Intermediate
Language) qui sera & son tour interprété par I'environnement d’exécution CLR

(Common Language Runtime). Plus précisément, il sera analysé par le compilateur
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Figure 3.1 : Popularité des langages (source www.tiobe.com)

Ryu JIT qui transformera alors le langage intermédiaire en langage machine. Le
cycle complet est illustré a la figure 3.2. Plusieurs langages peuvent étre compilés
de cette fagon dans 1’écosystéme Microsoft. Entre autres, on retrouve Visual Basic,
C# et F#. Cette mécanique de compilation existe également pour d’autres langages
comme Java ol il y a d’abord une transformation en ByteCode puis interprétation

avec la machine virtuelle Java.

Ce cycle de compilation implique quelques considérations. D’abord, le développeur
profite d’une certaine indépendance face & ’environnement dans lequel le code
sera exécuté. De base, le code source qui est produit en C# est portable puisqu’il
sera interprété par I’hote sur lequel il sera exécuté. Dans certains scénarios, il est
avantageux d’utiliser la compilation juste a temps JIT (Just In Time) puisqu’elle
permet au compilateur d’optimiser les décisions en fonction de I'état du systéme
ou encore de l'utilisation de certaines parties du code. La compilation JIT utilise

également moins de mémoire que sa forme traditionnelle.

Comme c’est le cas pour le langage C++, la librairie standard offre les types de
données et les opérations nécessaires a la manipulation des nombres flottants. Le

langage C# comprend les types float (32 bits) et double (64 bits) équivalents

28



> Compilation
Time

.exe or .dll

JIT Compiler

> Runtime

~/

Figure 3.2 : Cycle de compilation du CLR (source https ://www.telerik.com)

aux mémes types pour le C++ (MICROSOFT, 2021g). Chaque type posséde sa plage
et sa précision qui correspondent a la norme IEEE. Pour lire et écrire les nombres,
il suffit d’utiliser la fonction double.Parse (lecture) et ToString pour l'écriture.

L’extrait de code 3.2 illustre le passage aux deux formes avec ces fonctions de base.
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Extrait de code 3.2 : Traitement des nombres flottants avec les fonctions de base

en C#

int main ()
{
string maChaine = "1.23";
double resultat;
// lecture
resultat = double.parse(maChaine) ;
// ecriture
Console.WriteLine( resultat.ToString());

return O;

Le langage C# prévoit également 'utilisation d’un second type de nombres a virgule
flottante en base décimale : le type decimal. Stocké en mémoire sur 128 bits, sa
précision est largement supérieure aux types float et double. A titre comparatif,
la précision du type decimal est de 28/29 chiffres par rapport a environ 15/17
pour le type double. Ce type de données convient parfaitement aux opérations
financiéres et monétaires. Toutefois, en conséquence de sa nature axée sur la
précision, la plage approximative du type decimal est considérablement inférieure
au type double. Alors que le type de données double couvre approximativement
Iintervalle [£5.0 x 1073%, £1.7 x 103%], la plage du type d