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topologique localement compact unimodulaire muni d’'une
mesure de Haar A.
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o Tout au long de cette présentation, G désignera un groupe
topologique localement compact unimodulaire muni d’'une
mesure de Haar A.

o On appellera pondération sur G toute une fonction
w:G — (0,00).

o Etant donné G, w et p > 1, 'espace w-pondéré des
fonctions L, sur G est défini comme suit :

Lp(Gow)i= {F:G = C: |[fllpw <o},

ou

1/p
o= sl = (w71 are)



o Etant donné f,g: G — C deux fonctions mesurables, leur
convolution fxg: G — C est la “fonction” définie par la
formule suivante :

(fxg)(x /f gy~ 'x) dA(y), (x € G).



o Etant donné f,g: G — C deux fonctions mesurables, leur
convolution fxg: G — C est la “fonction” définie par la
formule suivante :

(Frg)x /f s dAy),  (x€G).

@ Un espace vectoriel normé <7 (G) de fonctions boréliennes
complexes sur G est dit x-stable si, quelles que soient

f,8 € Z(G),
/G!f(y)g(y’%)l dA(y)

est vérifié pour A-presque tout x € G et si la fonction fxg
ainsi définie appartient a <7 (G).



Question 1.

Etant donné un indice p > 1 ainsi qu’un groupe G, peut-on
caractériser la classe #,(G) des pondérations sur G pour
lesquelles L,(G,w) est x-stable et vérifie

1F % &llpw < ClLFllpwllgllpw?




Question 1.

Etant donné p > 1 ainsi qu'un groupe G, peut-on caractériser la
classe #,(G) des pondérations sur G pour lesquelles L,(G,w)
est x-stable et vérifie || f gl p.w < C||fllpwllg

|p7W?

Réponse pour p = 1.  (Geltand, Raikov & Shilov, 1964)
1f*glliw < Clfllwliglliw, Vf.g € Li(G,w)

si et seulement si

w(xy) < Cw(x)w(y), Vx,y€G.



Théoreme 1. (Wermer, 1954 ; Nikolskii, 1970)

1f*gllpw S ClIfllpwllgllpw, Vf,g € Lp(G,w)

Démonstration. Kuznetsova, 2012.



Définition et notation.
@ Lindice de stabilité de (G,w) pour p > 1 fixé :

Hf*g|pw
———— flgeL,(G,w) ;.
A1l pawllgll pw b

54620 |

@ Lindice de sous-convolutivité de (G,w) pour p > 1 fixé :

o7 * ) (%
Cp(G,w)? = supi(wl IWI)( )
x€G W(X)

)

il
oup+q—1.



Théoréeme 1.
S,(G,w) < Cp(G,w).



Théoreme 1.
S,(G,w) < Cp(G,w).

Démonstration.

Inégalité de Holder,
+ Théoreme de Fubini,
+ Huile de bras.



Question 2.
Existe-t-il G et w pour lesquels :

0 S,(G,w) <o
0 C)(G,w) =00,



Question 2.
Existe-t-il G et w pour lesquels :

0 S,(G,w) <oo.
0 C)(G,w) =00,

Réponse. Oui!



Exemple. (Kuznetsova, 2006)
Considérons la pondération w : R — (0,0) définie par

() = {max{rx,rxrl/4}, Six#0,

1, six=0

-4 -2 0 2 4

Graphe de la pondération de Kuznetsova pour x € [—5,5]



Question en suspens.
Existe-t-il un groupe abélien discret G et une pondération w sur
G pour lesquels :
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Question en suspens.
Existe-t-il un groupe abélien discret G et une pondération w sur
G pour lesquels :

0 S,(G,w) < oo,
0 C)(G,w) =oo.

On a évidemment en téte le groupe Z.



Question en suspens.
Existe-t-il un groupe abélien discret G et une pondération w sur
G pour lesquels :

0 S,(G,w) <oo,
0 Cp(G,w) = oo

On a évidemment en téte le groupe Z.

Dorénavant nous nous concentrerons sur le cas p = 2.



Théoréme 2. (Ger'fand, Raikov & Shilov, 1964)

sup w(xy)

< $(G,w).
x,yeG W()C W(y) ( )



Condition nécessaire .

w(xy)
sup ———— < oo.
x,yeG W(X)W(y)



Théoréme 3. (Kuznetsova, 2006)

< SZ(Gv W)z‘



Théoreme 3. (Kuznetsova, 2006)

< SZ(Gu W)2‘

Corollaire. Si G est non dénombrable, alors S,(G,w) = .



Condition nécessaire Il.



Théoréeme 4. (Ransford—-FMG, 2020)
S'’il existe une constante M > 0 telle que, pour tout x,y € G, on a

W) MW@ +wl) &  wh) < Mw),

alors les énoncés suivants sont équivalents :
o CQ(G, W) < oo,
o Sz(G,W) < oo,
1
o ng w(x)w(x—T) <

O x tr<e
xeG



Théoreme 4. (Ransford—-FMG, 2020)
S'il existe une constante M > 0 telle que, pour tout x,y € G, on a

w(xy) < M(w(x) —I—W(y)) & w(x_l) < Mw(x),

alors les énoncés suivants sont équivalents :
o CZ(G,W) < oo,
o SZ(G,W) < oo,
1
O L e <=

xeG

1 oo
o XEGW <

Corollaire. Considérons le groupe Z muni de la pondération

w(n) := (14 |n|)*. Alors ¢,(Z,w) est x-stable si et seulement si
1

o> 5.



Condition nécessaire ll.
Violation de I'énoncé :

~1
sup M < oo & sup W)

x,yGGW(x) +W<y) xeG W()C)

< oo,



Idée.

@ Considérer une famille dénombrable de groupes abéliens
discrets pondérés d’ordre fini (G,,w,) avec n > 1.



Idée.

@ Considérer une famille dénombrable de groupes abéliens
discrets pondérés d’ordre fini (G,,w,) avec n > 1.

@ Avec un peu de chance, on pourra définir une pondération

wsur G := @ G, pour laquelle S»(G,w) pourra étre obtenu
n>1

a partir des S>(G,,wy)-



Tentative 1.

o Considérer la pondération w sur G := @ G, définie par
n>1

w(x) ~ fllwn(xn).



Théoreme 5. (Ransford-FMG, 2019)
Etant des groupes abéliens discrets pondérés d’ordre fini

(Gn,wy) avec wy(0,) = 1 pour tout n > 1, posons G := @ G, et
n>1

w(x) := [T wa(x,)- Alors, quel que soitk > 1, on a

n=1

k
GW ZH Glawl



Théoreme 5. (Ransford—FMG, 2019)
Etant des groupes abéliens discrets pondérés non triviaux
d’ordre fini (G,,w,) avec w,(0,) = 1 pour tout n > 1, posons

G:= @ G, et w(x) := [] wa(x,). Alors, quel que soitk > 1, 0n a

n>1 n=1

k
GW ZH GHWI

Lemme 6. Quel que soitn>1,0na

2
Sz(Gn,Wn) Z %



Tentative 2.
o Considérer la pondération w sur G := @ G, définie par
n>1

W(x) ~ supwn(x).
n>1



Exemple 1. Définissons des pondérations w,, : Zz — (0,o0)
comme suit :

1, six =0,
wa(x) := n—1y1/2 :
23" )7 (n+1), sinon.

On munit ensuite G := @,,> G, de la fonction de pondération

{xn}oey = supwy(xy).
n>1



Théoréeme 4. (Ransford—-FMG, 2019)
S'’il existe une constante M > 0 telle que, pour tout x,y € G, on a

& ;

alors les énoncés suivants sont équivalents :
o CQ(G, W) < oo,
o Sz(G,W) < oo,
1
O L mwm <=

xeG

O x tr<e
xeG



Théoréeme 4. (Ransford—-FMG, 2019)
S'’il existe une constante M > 0 telle que, pour tout x,y € G, on a

& ;

alors les énoncés suivants sont équivalents :
o CQ(G, W) < oo,
o Sz(G,W) < oo,
1
O L mwm <=

xeG

Q



Exemple 2.

Définissons les pondérations w,, : Z3 — (0,0) inductivement
comme suit :

@ Pourn =1, on pose
0—1,
1—4,
2+ 16.
@ Pourn>2, 0on pose

0—1,
123" H12w, 1(2),
2 wy(1)2
On munit ensuite G := @,,> G, de la fonction de pondération

{xn}or, = supwy(x,).
n>1



@ Condition nécessaire .

sup M < oo,

x,yeG w(x)w(y)



@ Condition nécessaire .

sup M < oo,

x,yeG w(x)w(y)

@ Condition nécessaire II.



@ Condition nécessaire .
x,yeG W(X)W(y)
@ Condition nécessaire Il.
1

xg& w(x)w(x)

@ Condition nécessaire lll.
Violation de I'énoncé :

x,yeG w(x) + W(y)

< oo,

< oo,

xeG W

(x)



@ Condition nécessaire .

sup M < oo,

x,yeG W(X)W(y)

@ Condition nécessaire II.
1

— < oo,
xga w(x)w(x1)
@ Condition nécessaire ll.
Violation de I'énoncé :
-1
sup M<w & supw(x ) < oo,
x,yeG w(x) +W(y) xeG W(x)

@ Violation de la condition suffisante.

C2(G,w) = oo.



@ Condition nécessaire .

sup M < oo,

x,yeG W(X)W(y)

@ Condition nécessaire II.
1

— < oo,
xga w(x)w(x1)
@ Condition nécessaire ll.
Violation de I'énoncé :
-1
sup M<w & supw(x ) < oo,
x,yeG w(x) +W(y) xeG W(x)

@ Violation de la condition suffisante.
C2(G,w) = oo.

@ Il y a un mais.
SQ(G,W) — oo,



Théoreme 7. (Kuznetsova—Krawchuk-FMG, 2020)
Etant donné {(G,,w,)}.>1 des groupes pondérés et étant
donné le groupe G := @, G, muni de la pondération

{xn}57_ > supwy(x,). Si
n>1

@ w,(0,) = 1.

@ Pour tout n > 1 on a que w,(xy) < wy,(x)w,(y) quels que
soient x,y € G,.

o Pourtout n > 1, il existe a,,b, € G, tels que

Wn(anby) = wy(an)wn(by) & Wy (an),wn(bn) > nax wp| (2).
n—1

Alors S>(G,w) = eo.



Condition nécessaire IV.
Violation de I'énoncé :

Pour tout n > 1, il existe a,, b, € G, tels que

Wn(anby) = wy(an)wn(by) & wn(an),wn(bp) > mGax Wwn—1(2).
z2€lp—1



Exemple 3.

Définissons les pondérations w,, : Z3 — (0,) inductivement
comme suit :

@ Pourn=1, on pose
0—1,

1—2,
24,
o Pourn>2, 0on pose

0—1,
123" Y12, 1(2),

2 (gnnl>l/2‘wn<1>2.

On munit ensuite G := @,,>, G, de la fonction de pondération
{xntney — supwa(x,)
n>1



@ Condition nécessaire .

sup M < oo,

x,yeG w(x)w(y)



@ Condition nécessaire .

sup M < oo,

x,yeG w(x)w(y)
@ Condition nécessaire Il.
1

L G <

xeG



@ Condition nécessaire .

sup M < oo,

x,yeG W(X)W(y)
@ Condition nécessaire Il.
1

L i <

xeG

@ Condition nécessaire lll.
Violation de I'énoncé :

~1
sup M < oo & sup W)

x,yeG W(X) + W(y) x€G W(X)

< oo,



@ Condition nécessaire .

w(xy)
sup —————~ < oo,
x,yeG W(X)W(y)
@ Condition nécessaire II.
¥ oo <
Sowxw)
@ Condition nécessaire lll.
Violation de I'énoncé :
—1
sup M<w & supw(x ) < oo,
x,yeG W(X)+W(y) xeG W(X)

o Condition nécessaire IV.
Violation de I'énoncé : Pour toutn > 1, Ja,, b, € G, tels que

wn(anby) = wy(ay)wn(by) & wp(an),wn(bp) > zIe%aX Wn—1(2).

n—1



@ Condition nécessaire .

sup M < oo,

x,yeG W(X)W(y)
@ Condition nécessaire Il.
1

L i <

xeG

@ Condition nécessaire lll.
Violation de I'énoncé :

~1
sup M < oo & sup W)

x,yeG W(X) + W(y) x€G W(X)

o Condition nécessaire IV.
Violation de I'énoncé : Pour toutn > 1, Ja,, b, € G, tels que

< oo,

wn(anby) = wy(ay)wn(by) & wp(an),wn(bp) > zIe%aX Wn—1(2).

n—1

@ Violation de la condition suffisante.
G (G,w) = oo.



@ Condition nécessaire .

w(xy)
sup —————~ < oo,
x,yeG W(X)W(y)
@ Condition nécessaire Il.
1

L i <

xeG
@ Condition nécessaire lll.
Violation de I'énoncé :

—1
sup M < oo & sup W)
x,yeG W(X)+W(y) xeG W(X)
@ Condition nécessaire IV.

Violation de I'énoncé : Pour toutn > 1, Ja,, b, € G, tels que

< oo,

wn(anby) = wy(ay)wn(by) & wp(an),wn(bp) > Zrerbax Wn—1(2).

n—1

@ Violation de la condition suffisante.
C2(G,w) = oo.

@ Y a-t-il un mais?



D’autres exemples du méme type existent.

Exemple 4.
Pour n > 24, éfinissons les pondérations w,, : Z3 — (0,)

comme suit :
0—1,

6"/* . \/n
0
6"/2. NG
v
On munit ensuite G := @, G, de la fonction de pondération

{xn }:10:1 = Supwy (xn)
n>1

1

2
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