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Résumé

Etant donné G un groupe topologique localement compact, il est bien connu que espace
Z1(G) des fonctions absolument intégrables sur G est stable par rapport au produit de convo-
lution et jouit méme d’une structure d’algébre de Banach. Mais il en va tout autrement pour
les espaces £, (G) avec p > 1 : le théoréme de Saeki stipule que I'espace £, (G) est stable par

rapport au produit de convolution si et seulement si G est compact.

Il existe cependant une fagon d’infléchir le résultat dans un sens qui nous agrée : en modifiant
la définition des normes || - ||, afin d’y introduire une pondération, a savoir une fonction
w : G — (0,00), on peut parfois faire en sorte que ’espace ainsi obtenu — qu’on appelle
I'espace w-pondéré des fonctions £,(G) et qu’on note Z,(G,w) — soit stable par rapport au

produit de convolution.

Cette démarche souléve toutefois deux questions importantes :

— Pour p > 1 fixé, quels sont les groupes topologiques localement compacts admettant
au moins une pondération pour laquelle .Z,(G,w) est stable par rapport au produit de

convolution ?

— Etant donné un tel groupe G, qu’est-ce qui caractérise les pondérations w : G — (0, 00)

pour lesquelles .Z},(G, w) est stable par rapport au produit de convolution ?

Bien qu’on ne dispose pas a ce jour de réponses complétes et définitives & ces deux questions,

nous passerons en revue quelques récents progrés, sans prétendre & ’exhaustivité.

Notre attention se focalisera principalement sur un probléme émanant de la deuxiéme ques-
tion : il est établi que toute pondération jouissant de la propriété nommée sous-convolutivité
au sens faible donne lieu & un espace £,(G,w) qui est stable par rapport au produit de
convolution. Mais on connait désormais de nombreux exemples montrant que cette condition
suffisante n’est pas nécessaire en général. Il existe cependant un type de groupes pour lequel
la possibilité demeure que la sous-convolutivité au sens faible représente effectivement une

caractérisation compléte. Il s’agit des groupes abéliens discrets.

La présente thése de doctorat vise & élaborer de nouvelles approches pour aborder la question
quant & savoir si, oui ou non, la sous-convolutivité au sens faible est une condition nécessaire

et suffisante pour garantir la stabilité de .Z,(G, w) par rapport au produit de convolution dans
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le cas particulier ott G est un groupe abélien discret et p = 2.

Dans la premiére partie de cette thése, nous interprétons cette question a la lumiére de la théo-
rie des espaces de Hilbert & noyau reproduisant et obtiendrons une preuve substantiellement

différente d’un résultat de Kuznetsova.

La seconde partie de la thése est consacrée a la reformulation de la question principale dans le
cadre de la théorie des opérateurs. Ce faisant, nous formulons encore une autre démonstration
significativement différente du théoréme de Kuznetsova. L’approche développée nous permet

également 'obtention d’estimations originales et celles-ci sont présentées en détail.

il



Abstract

Given a locally compact topological group G, it is widely known that % (G), the space of
absolutely integrable functions on G, is an algebra with respect to the operation of convolution.
For any given %,(G) space with p > 1, though, the situation is emphatically different: a
theorem of Saeki states that .Z,(G) is a convolution algebra if and only if G is compact.

If we introduce within the definition of the .Z,-norm a weight function w : G — (0,00), we
obtain a new function space called the w-weighted Z),-space and denoted by .Z,(G,w). By
defining the weight function carefully, .Z,(G,w) can be made to be stable with respect to

convolution even though G is non-compact. However, this raises two fundamental questions:

— Given p > 1, what are the locally compact topological groups G on which there exists a

weight w such that Z,(G, w) is stable with respect to convolution?

— Given such a group G, what condition(s) does w : G — (0,00) need to verify in order

for .Z,(G,w) to be stable with respect to convolution?

Thus far, these questions remain unsolved. We shall discuss in detail some partial answers
available in the literature, whilst not claiming to be exhaustive. We will be focusing mainly
on a problem arising from the second question: it has been established that any weakly sub-
convolutive weight causes .£),(G, w) to be stable with respect to convolution. But there are
numerous examples showing that this sufficient condition is not necessary. There is, however,
a type of group, viz. the discrete abelian groups, for which there remains a possibility that
weak sub-convolutivity truly characterizes those weights entailing the stability of the .Z)-space

of functions with respect to convolution.

In this thesis, we aim to elaborate new approaches to determine whether the weak sub-
convolutivity is a necessary and sufficient condition guaranteeing the stability of Z,(G, w)

with respect to convolution in the particular case of discrete abelian groups and for p = 2.

In the first part of this thesis, we reinterpret this question in light of the theory of reproducing

kernel Hilbert spaces, and we obtain a substantially different proof of a theorem of Kuznetsova.

The second part of the thesis is devoted to revisiting the main question, but this time, we
rephrase it in the context of the operator theory. In doing so, we derive yet another proof of

Kuznetsova’s theorem as well as an original estimate.
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Notation

N:={0,1,2,...}
Z

Q

R

C

Z/nZ

Ensemble des nombres naturels

Groupe additif des nombres entiers

Corps des nombres rationnels

Corps des nombres réels

Corps des nombres complexes

Groupe additif des nombres entiers modulo n
Le groupe circulaire

Espace vectoriel des fonctions continues

sur X & valeur complexes

Espace vectoriel des opérateurs continus sur

I’espace de Hilbert H
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Introduction

Définitions et conventions d’écriture

Les espaces vectoriels de fonctions & valeurs complexes définies sur un groupe et dont la

puissance d’exposant p > 1 est intégrable au sens de Lebesgue seront au coeur de nos travaux.

Pour que I'énoncé qui précéde ait un sens, il faut que le groupe sous-jacent soit doté d’une
topologie compatible avec sa structure algébrique fondamentale, permettant du coup de batir
une mesure borélienne dont les propriétés rendent possible la définition d’une intégrale géné-
ralisant I'intégration sur R contre la mesure de Lebesgue. Ainsi, chaque fois qu’il sera question
d’un groupe, il sera toujours sous-entendu que :

— Le groupe est muni d’une topologie suffisamment fine pour que la loi de composition

L soient des

interne du groupe (z,y) — zy ainsi que le passage a l'inverse x +— x~
fonctions continues ;

— La topologie sous-jacente est séparée/Hausdorff (deux points distincts quelconques ad-
mettent toujours des voisinages disjoints) et localement compacte (tous les points ad-

mettent des voisinages compacts) ;

— Le groupe posséde une mesure de Haar a gauche, & savoir une mesure de Radon non

nulle ¢ qui est invariante par translation a gauche;
— L’élément neutre de G est noté par e.

Suivant la terminologie usuelle, nous appellerons exposant conjugué de p € [1,00] I"unique

nombre ¢ € [1, 00| satisfaisant :

Toujours suivant 1'usage, on définit ’espace de fonctions sur le groupe G dont la puissance

d’exposant p > 1 est u-intégrable, ou p € [1,00), comme suit :

(@)= {f:G>C | Ifly <o},

1= ([ __ 7P du>1/ g



De plus, nous désignerons du nom d’espace de fonctions essentiellement bornées sur le groupe

G Densemble suivant :
Loo(@) = {f:G—>(C ] £ loc <oo},

ou
| flloo :== inf {C’ >0: |f(z)| < C pour p-presque tout z € G}.

Pour clore cette section, relevons que tout groupe G équipé de la topologie discréte (c’est-a-
dire la topologie o tous les sous-ensembles de G sont ouverts) admet un analogue discret de
la distribution delta de Dirac :

Définition. Etant donné un groupe discret G et un élément z € G, on appelle symbole de

Kronecker la fonction o, : G — C définie comme suit :

1, siy=ux,

0, siy # x.

Plan de la thése

Le chapitre 1 s’ouvre sur une description du contexte ayant motivé I’étude des espaces pondérés
de fonctions. Ce discours introductif culmine avec la présentation d’une condition — appelée
sous-convolutivité au sens faible — qui, si elle se trouve vérifiée, entraine que l’espace pondéré
de fonctions dont la puissance d’exposant p > 1 est intégrable revét un caractére stable par
rapport au produit de convolution. Ce résultat souléve une question importante : la satisfaction

de cette condition est-elle nécessaire ou contingente 7

Le chapitre 2 présente un bref survol d’'un exemple congu par Yulia Kuznetsova qui résout la
question : il existe une pondération sur le groupe R qui n’est pas faiblement sous-convolutive
et pour laquelle la stabilité par rapport au produit de convolution de ’espace des fonctions de

carré intégrable est néanmoins assurée.

Notre objectif principal, au chapitre 3, est de détailler une preuve de Fricke a 'effet qu’il soit
possible de construire des pondérations sur le semi-groupe N qui, sans étre sous-convolutive,
engendre un espace pondéré de suites de carré sommable qui est stable par rapport au produit

de convolution.

Tirant les conclusions qui s’imposent du résultat obtenu par Kuznetsova voulant que la sous-
convolutivité ne caractérise pas la stabilité par rapport au produit de convolution sur les
espaces de fonctions définies sur un groupe libre non abélien muni de la topologie discréte,
nous soulevons la question suivante : en va-t-il autrement si 'on réduit la portée de ’étude
aux groupes abéliens discrets? Ou, pour le dire autrement, une pondération sur un groupe

abélien discret doit-elle impérativement vérifier la condition de sous-convolutivité au sens



faible afin que ’espace pondéré des suites dont la puissance d’exposant p est intégrable soit
stable par rapport au produit de convolution ? L’accumulation des contre-exemples dans des

cas apparentés suggére qu’il est raisonnable de s’attendre & pouvoir répondre par la négative.

Au chapitre 4 nous développons de nouveaux outils conceptuels ('indice de x-stabilité et
Vindice de sous-convolutivité) qui nous aideront & aborder ce probléme dans le cas particulier
ol p = 2. Puis nous passons en revue les conditions que doivent nécessairement vérifier les
pondérations afin d’engendrer un espace pondéré de suites de carré sommable qui soit stable

par rapport au produit de convolution.

Dans le chapitre 5 nous adoptons une approche précédemment inexplorée : nous reformulons la
question principale dans le langage de la théorie des espaces de Hilbert & noyau reproduisant.
Ce faisant, nous obtenons une démonstration significativement différente d’un théoréme de

Kuznetsova sans toutefois parvenir & résoudre la question principale.

Les résultats présentés dans la seconde partie de cette thése reposent sur le constat que la
valeur de l'indice de *-stabilité d’'un groupe abélien discret pondéré coincide avec la valeur de

la norme d’un certain opérateur T,, sur I’espace de Hilbert des suites de carré sommable.

Au chapitre 6 on présente dans un premier temps une preuve que la valeur de la norme
de Hilbert—Schmidt de l'opérateur T, correspond & l’indice de sous-convolutivité du groupe
w-pondéré. En exploitant les résultats sur la hiérarchisation des classes de Schatten, nous
développons d’abord une seconde preuve alternative d’un cas particulier du théoréme stipu-
lant que la sous-convolutivité au sens faible est une condition suffisant & garantir la stabilité
de I'espace des suites de carré sommable par rapport au produit de convolution, puis nous

identifions une nouvelle estimation de l'indice de x-stabilité.

Le chapitre 7 contient une étude — a la lumiére des résultats obtenus au chapitre précédent —

de la stabilité dans le cas ou le groupe sous-jacent est d’ordre fini.

En guise de conclusion, nous formulons quelques observations supplémentaires au sujet d’un

type prometteur de pondérations sur les sommes directes de groupes abéliens finis.

Afin de ne pas entraver la fluidité du discours, nous avons cru bon d’éviter les longues digres-
sions introduisant les piliers sur lesquels reposent certaines démonstrations & méme le texte.

Nous avons plutét choisi d’inclure ceux-ci en annexe.

Réitérons que tous les résultats originaux contenus dans cette thése sont le fruit d’un travail

réalisé en collaboration soutenue et constante avec Thomas J. Ransford.



Chapitre 1

Contexte

1.1 Définition et propriétés élémentaires

L’analyse de Fourier classique est ’étude de la fagon dont un signal périodique de forme
quelconque peut s’exprimer comme une superposition de fonctions trigonométriques simples.

Cette étude comporte deux opérations antithétiques :
— L’analyse, qui consiste a décomposer la fonction périodique en ondes de base dont ’am-
plitude doit étre déterminée ;
— La synthése, qui consiste en la reconstruction — autant que faire se peut — de la fonction

en sommant les diverses composantes oscillatoires.

En raison de sa compatibilité avec le procédé d’analyse — qu’on appelle communément la
transformation de Fourier —'opération mathématique, pourtant peu soutenue par 'intuition,
appelée convolution s’impose d’elle-méme : sous certaines conditions la transformée de Fourier
de la convolution de deux signaux correspond au produit ponctuel de leurs transformées de

Fourier respectives.

L’analyse de Fourier qu’on qualifie de moderne ou d’abstraite s’appuie sur l'idée que la trans-
formation de Fourier peut étre généralisée en une transformation des fonctions définies sur
tout groupe topologique localement compact et Hausdorff. Il est également possible de définir

la convolution dans ce contexte plus général.

Définition 1.1. Soient deux fonctions boréliennes f, g : G — C. Pour tout x € G satisfaisant

/G’f(y)g(y‘lw)\dﬂ(y) < oo, (1.1)

on définit la convolution de f et g en x par la formule

(f % g)(x) = /G F@)ely™ ) du(y).



Théoréme 1.1.

(i) Si f,g € Z(G) alors ’équation (1.1) est vérifiée pour u-presque tout x € G et la fonction
f * g appartient a 21 (G).

(i) La norme || - ||1 est sous-multiplicative par rapport au produit de convolution, c’est-a-dire

1 all, < Iflxlgll, (f.9 € 4(G)).

(1ii) Quelles que soient f,g,h € L1(G), on a (fxg)xh=fx*(g*h).
Démonstration. Voir le théoréme 1.6.2. de [43]. O

I ressort du théoréme 1.1 que 'espace .Z1(G) est une algébre de Banach par rapport au

produit de convolution.

La proposition qui suit répertorie les conditions sous lesquelles I'algébre £ (G) jouit de pro-
priétés cruciales en vue de l'application de certains théorémes centraux de la théorie des
algébres de Banach (par exemple le théoréme de Gel'fand—Mazur), a savoir la commutativité

du produit et I'unitarité.

Proposition 1.2.
(i) L’algébre £1(G) est commutative si et seulement si le groupe G est abélien.

(ii) L’algébre Z1(G) est unitaire si et seulement si le groupe G discret.

Démonstration.
(i) Voir le théoréme 1.6.4. de [9].
(ii) Voir le théoréeme 2.1.3. de [9]. O

Puisque nous serons appelés a discuter abondamment des propriétés liées a la convolution
analogues a celles dont il est question au théoréme 1.1, il convient d’adopter dés maintenant

une terminologie adéquate et précise.

Définition 1.2. Soit </(G) un espace vectoriel normé de fonctions boréliennes complexes

définies sur G.

(i) L’espace o/ (@) est dit stable par rapport au produit de convolution ou *-stable si, quelles
que soient f,g € &7 (G), 'équation (1.1) est vérifiée pour u-presque tout = € G et si la
fonction f x g ainsi définie appartient a <7 (G).

(ii) On dit que l'espace &7 (G) est une algébre de convolution sl est *-stable et que la norme

| - llor(c) est sous-multiplicative par rapport au produit de convolution.



Pour clore cette section, introduisons une expression symbolique qui n’a pour but que d’ac-

croitre la fluidité du texte.

Notation. Etant donné .«7(G), B(G) et €(G) trois espaces de fonctions boréliennes sur G a
valeur dans C, nous écrirons

A(G)* B(G) C €(G)
pour signifier que, quelles que soient f € &/ (G) et g € B(G), la fonction f x g est bien définie
et qu’elle appartient & €(G).
1.2 La conjecture .Z, et le théoréme de Saeki

Contrairement a %3 (G), les espaces Z),(G) avec p > 1 ou p = oo ne sont pas des algébres de

convolution en général comme en témoignent les exemples qui suivent.

Exemple 1.1.
e CAs 1< p < oo. Prenons o € <%’ 12%) et considérons la fonction f : Z — C définie par
1
= n > 0,
fn):=¢"
0, n < 0.

D’une part, on vérifie que f € ,(Z) puisque pac > 1. D’autre part, pour n > 2, on a

n—1

il 1 1 n-1 _ n 1 1
(f*f)(n)zkzlwzgnza: 0 9 p2a T et
Ainsi (f * f) € £,(Z) car
I = 1
Hf*in = %}(f*f)(n)‘p > QPE:Qngpa_p-

Or, cette derniére somme diverge puisque

1
2pa —p < 2p<2+p>—p = 1.
P

e CAS p = o00. Considérons la fonction f = 1 sur G. Cette fonction appartient ostensiblement
a Z5(G) mais
0@ = [ 1Ffa )] dutw) = #(E)

diverge pour tout x si G est un groupe non compact d’ordre infini.
En vertu lemme qui suit (que Grafakos [18] attribue & Minkowski), nous verrons sous peu qu’il

est néanmoins possible d’obtenir — sous des hypothéses additionnelles plutét restrictives — un

analogue au théoréme 1.1 pour tout p > 1.



Lemme 1.3. Quel que soitp > 1, on a Z1(G) x £,(G) C Z,(G) et

17+ gll, < 1 1lgll (re(@) ge £(@).

Démonstration. Soit q 'exposant conjugué de p. Pour tout = € G, l'inégalité de Holder im-

plique que

|(f * 9)()|

IN

/G |F()gly )| duly)
/G )P g™ )] duly)

</G’ F@)lgt )" du(y)>1/p (/G 1f ()] du(y))l/q
</G Ol du(y)>1/p i

Ainsi, par le théoréme de Fubini,

IN

7 ally = [ 1 0@ duta)

< Hf\?/q//!f(y)Hg(ylw)\p dply) dp(x)
GJG
= 118 [ 15| [ lotw )" duta) duty
= 1A 1f 1l
= [I£15llgll3.
Enfin, on obtient le résultat désiré en extrayant la p-iéme racine. O

Théoréme 1.4. Quel que soit p > 1, si le groupe G est compact alors Z,(G) est *-stable et

il existe une constante C' > 0 pour laquelle

1£xgll, < Cllfllplgllp, (f.9 € £(G)).

Démonstration. La compacité de G implique que la mesure de Haar de G est finie. Il découle
alors du théoréme C.4 que Z,(G) C Z1(G) et cette inclusion est continue. Il s’ensuit qu’il

existe une constante C' > 0 pour laquelle

1f=gll, < Ifhllgle < ClFllpllgllp- -

Au tournant des années 1960, Wiestaw Zelazko et Minakshisundaram Rajagopalan ont tous
deux émis de maniére indépendante — le premier dans un article de recherche [53| publié en
1961 et le second dans sa thése de doctorat [36] soumise en 1963 & 1'Université Yale — une
audacieuse conjecture liée au théoréme 1.4 qui devait susciter une attention considérable au

cours des années qui suivirent.



Conjecture .Z,. S’il existe p > 1 pour lequel .Z,(G) est *-stable et la norme | - ||, est

sous-multiplicative alors G est compact.

Pour Zelazko, la plausibilité de la conjecture Z, ¢tait justifiée par le fait qu’il en avait établi
dans [53] la véracité pour tout p > 1 dans le cas particulier ou G est abélien. Quant a
Rajagopalan, sa confiance en la conjecture .Z), était fondée sur le fait qu’il savait, pour I’avoir
lui-méme démontré dans [37], que celle-ci était valide si on supposait G discret et qu’on se

restreignait aux indices p > 2.

Au cours de la décennie qui suivit la formulation de la conjecture .Z), une multitude de
résultats partiels furent obtenus (voir par exemple : [8; 7; 16; 22; 29; 38; 39; 40; 41; 35; 49; 54])

mais une solution compléte semblait toujours aussi insaisissable.

De tous ces résultats provisoires, nous ne citerons qu'un théoréme que l'on doit & Tong S.
Quek et Leonard Y. H. Yap et qui améliore un résultat classique de I’analyse harmonique qui
est connu sous le nom d’inégalité de Young pour la convolution [52]. Bien qu'’il ne soit appelé
& jouer qu'un role limité dans ce qui suit, le théoréme de Quek et Yap, que voici, nous servira

a illustrer certains points dans la présente discussion introductrice.

Théoréme 1.5. Soit G un groupe abélien d’ordre infini et soient p,q,r > 1. Considérons la

condition que voici :

Lp(G) x Z4(G) € Z(G),

(1.2)
1£dll, < Cpalflllglly pour tout f € £,(G) et tout g € Z,(G).

Alors
(i) Si G est discret, la condition (1.2) est satisfaite si et seulement si 1+ L <
(it) Si G est compact, la condition (1.2) est satisfaite si et seulement si 1+ 1 >

(1ii) Si G n'est ni discret ni compact, la condition (1.2) est satisfaite si et seulement si
1_1_1
1+1=141

Démonstration. Voir le corollaire 1.6. dans [35]. O

Vers la fin des années 1980, I’attention soutenue & laquelle la conjecture .Z}, avait eu droit com-
mengait & se dissiper. Puis, en 1990, Sadahiro Saeki résolut de maniére compléte et définitive

la question :

Théoréme 1.6. Quel que soit p > 1, si Z,(G) est *-stable et si la norme || - ||, est faiblement

sous-multiplicative alors le groupe G est compact.

Démonstration. Voir le théoréme 1 dans [46]. O



1.3 Espaces ., pondérés

La structure d’algébre de Banach dont est pourvu l'espace .21 (G) muni du produit de convo-
lution est substantiellement plus riche que la simple structure d’espace de Banach dont sont
dotés les espaces .Z,(G) pour p > 1. De plus, on dispose d'un coffre & outils mieux garni afin
d’étudier celle-ci : aux techniques provenant ’analyse harmonique abstraite s’ajoutent celles
de la théorie de représentation de Gel'fand. Ajoutons également que la structure d’algébre de
Banach de .Z;(G) souléve de profondes et intéressantes questions ayant trait, par exemple, a

la structure des idéaux.

Dans cette section, nous verrons qu’il est parfois possible de se soustraire au théoréme de Saeki
en modifiant la définition de la norme || - ||, afin d’introduire une pondération. Ce faisant, on
substitue & 'espace £, un espace £, pondéré qui, sous certaines conditions qu’il conviendra
d’étudier, peut se révéler étre une algébre de convolution. Au-dela de I'intérét que revétent ces
espaces quant & leurs applications pratiques, les algébres de convolution .%), pondérées sont
remarquables puisqu’elles bénéficient du double avantage — peu commun — d’étre a la fois des
algébres de Banach par rapport au produit de convolution et des espaces réflexifs. De telles
algébres ont d’ailleurs joué un role prépondérant dans des questions de factorisation et dans
la théorie de 'interpolation [5; 12].
Définition 1.3.

(i) On appelle pondération sur G toute fonction w : G — (0, 00).

(ii) On nomme groupe pondéré la paire (G, w) formée du groupe G et d’une pondération w

sur G.

Définition 1.4.

(i) Pour p > 1, on appelle espace w-pondéré des fonctions £, 'ensemble suivant :
Z(Gow)i= {£:G>C | |fllpw < o0},
ou
) 1/p
o= sy = ([ wpls@f dutw)
(ii) On appelle espace w-pondéré des fonctions £, 'ensemble suivant :
Zoo(Gw)i= {16 C | |flloow < o0},
ou

| flloow == |lwflloo = inf {M >0: w(@)|f(z)] <M p-presque partout}.

Les espaces pondérés de fonctions jouent un réle important tant en analyse harmonique théo-

rique (voir par exemple le théoréme de Muckenhoupt [30]) qu’au niveau des applications o1,



en substance, on peut introduire une pondération pour étudier, par exemple, le comportement
des fonctions autour d’un certain point donné en ignorant d’éventuelles oscillations & 'infini
ou, au contraire, pour accentuer le comportement asymptotique des fonctions. Pour le dire
autrement, ’application d’une pondération permet de fagonner ou d’étudier quantitativement
la croissance et la décroissance des fonctions sujettes & étude comme en fait foi 'exemple

suivant :

Exemple 1.2. Considérons le groupe G := R et la pondération w : R — (0, 00) définie par
w(z) == (1+|z|)”" avec o # 0. Notons qu’une fonction f appartient & % (R, w) si

[ flloow = supw(z)|f(z)| < oo,
z€R
c’est-a-dire s’il existe une constante C' > 0 telle que
F@)] < C+al) (13)

Ainsi, si a < 0 alors l'inégalité (1.3) permet d’estimer la décroissance de f lorsque x tend vers
I'infini. A I'inverse, si & > 0 alors I'inégalité (1.3) entraine que f ne peut croitre qu’au plus

comme un polynéme de degré [a].

Bien entendu, il ne suffit pas d’introduire n’importe quelle pondération pour obtenir instan-
tanément et sans effort une algébre de convolution. L’ajout d’une pondération de la forme
w = ¢ > 0, par exemple, ne modifie pas substantiellement le comportement des fonctions et la

structure des espaces .Z), ; une telle pondération ne fait qu’opérer qu’un changement d’échelle.

Etant donné p > 1, le probléme consistant & décrire de facon exhaustive la classe #.%(p) des
groupes pour lesquels il existe au moins une pondération pour laquelle Z,(G, w) est *-stable
demeure non résolue a ce jour et apparait étre d’une redoutable difficulté. Quoi qu’il en soit,
des éléments de réponse non négligeables ont été obtenus par Kuznetsova [26; 27; 28| :

— Si G est un groupe abélien alors G € # £ (p) si et seulement si G est o-compact ! ;

— Si G est un groupe non abélien alors G € # £ (p) si G est o-compact, mais la réciproque
est fausse;
— La teneur de # £ (p) dépend de l'indice p. Autrement dit, on a # .Z(p) # # £ (q) en
général si p # q.
Une fois qu’on a établi qu’un certain groupe G appartient a la classe #.Z(p), une épineuse

question demeure :

Question 1.1. Peut-on caractériser la classe #},(G) des pondérations sur G pour lesquelles
Z,(G,w) est x-stable ?

1. Rappelons qu’un espace topologique est dit o-compact s’il peut s’exprimer comme une union dénombrable
d’ensembles compacts

10



1.3.1 Casoup=1

Le théoréme suivant — dont nous avons été incapable d’établir avec certitude la paternité,
mais dont une version partielle est présentée dans [17] et dont un cas particulier est démontré
en entier dans [13] — fournit une condition nécessaire et suffisante pour qu’une pondération

appartienne a la classe #1(G).

Théoréme 1.7. Les énoncés suivants sont équivalents :

(i) La pondération w est M -faiblement sous-multiplicative, ¢’est-a-dire que pour tout z,y € G

on a
w(zy) < Mw(z)w(y), (1.4)
(i1) L’espace L1 (G, w) est *-stable et la norme || - |1, est M-faiblement sous-multiplicative :
£ = 9H1,w < M| fll1wlglhw, (f.9 € LG, w)).

Démonstration.

e IMPLICATION (i) = (ii). Quelles que soient f, g € (G, w), par une utilisation du théoréme

de Fubini on trouve :

170l < [ 0@ [ et )] dutw) duto)
w w _lx _lx x
< /G Mu(y)w(y ) /G £ @) |o(y~12)| duy) du(z)
= o1 [ wlfe) ( [ wt gt du<x>) duy)

= M fllwlgllw-

e IMPLICATION (ii) = (i).

o CAS D’UN GROUPE DISCRET. Etant donné z,y € G, considérons la fonction &, définie

comme suit :
1, slx =1y,

0, six #y.

Observons que 0 * 0, = d,y. Par conséquent

w(ry) = [[0zylliw = Hdw*‘syHLw < M||6,

0yll1w = Muw(z)w(y).

1w

o CAS D'UN GROUPE NON DISCRET. La démonstration est similaire mais nécessite d’avoir
recours aux approximations de 'identité. Pour avoir tous les détails on pourra consulter
la proposition 1.11 et le théoréme 1.13 de [11]. O

Si la sous-multiplicativité au sens faible suffit & assurer la *-stabilité de .21 (G, w), il en va

manifestement tout autrement pour p > 1 comme en témoigne ’exemple suivant :

11



Exemple 1.3. Considérons G un groupe abélien d’ordre infini qui n’est ni compact ni dis-
cret (par exemple G := R) ainsi que la pondération multiplicative w = 1. Alors il découle

directement de la partie (iii) du théoréme de Quek et Yap 1.5 que £, (G, w) n’est pas *-stable.

1.3.2 Cas ou p=

Etant donné G € # % (o), la classe #4o(G) est elle aussi complétement caractérisée par une

condition relativement simple & énoncer.

Théoréme 1.8. Les énoncés suivants sont équivalents :

(i) La fonction % est C'-faiblement sous-convolutive, c’est-a-dire

(1 . 1) (z) < C’l(m), (1.5)

w w w

pour tout v € G ;

(i1) L’espace Loo(G,w) est x-stable et la norme || - ||oow est C-faiblement sous-multiplicative,
c’est-a-dire
15 % 9ll oo < ClFllocllglioow (1.6)

pour tout f,g € Lo(G,w).

Démonstration.

e IMPLICATION (i) = (ii). Etant donné f, g € Zo(G,w), pour pu-presque tout z € G on a

|(fx9) ()] < /G\f(y)g(y‘lx)\du(y)
_ / w(y)|f )| wly o)y o)]
G

w(y)w(y='z)
£ lloo,wllglloo.w
/c: w(y)w(y='z) )
(472 ) Ol el

1
CMHfHOO,ngHoovw

du(y)

IN

Ainsi
19l o < Cllflocswllglioow:

e IMPLICATION (ii) = (i). Notons que + € % (G, w) car

lollow = lo-ulle = 1.

Ainsi, en posant f := % et g := i dans I’équation (1.6), on obtient

12



Cela signifie que
W@ |(3 1) @) < C

pour p-presque tout z € G, d’ott on tire que la fonction i est C-faiblement sous-convolutive.

O]

1.3.3 Casoup>1

Observant que la preuve d’un résultat figurant implicitement dans un article précurseur de
Wermer [51] puis, sous une forme plus explicite, dans les travaux de Kerlin et Lambert [24]
ainsi que dans ceux de Nikol’skil [31] était transférable mutatis mutandis a tous les groupes
localement compacts séparés, Kuznetsova a démontré dans [26] que, pour p > 1, la *-stabilité
de Z,(G,w) de méme que la sous-multiplicativité au sens faible de la norme || - ||, sont
assurés si la fonction ﬁ est faiblement sous-convolutive , ol ¢ désigne I'exposant conjugué de

p. Comme ce résultat joue un role central dans ce qui suit, nous en détaillerons la preuve.

Théoréme 1.9. Soient p,q € (1,00) des exposants conjugués et soit (G, w) un groupe pondéré.

Si la fonction - =g est C-faiblement sous-convolutive, c’est-a-dire si pour tout x € G on a

(1*1> (@) < CI(a), (1.7)

w?  w?

alors £5(G,w) est x-stable et la norme ||- || est C-faiblement sous-multiplicative, c’est-a-dire

£ 59l < Clflpawllglpe (1.8)

pour tout f,g € Z,(G,w).

Démonstration. Soient f,g € £,(G,w). Quel que soit z € G, 'inégalité de Holder implique

/G\f(y)g(y_lxﬂdu(y)
</Gmdﬂ(y)>l/q (/Gw(y)p‘f ) w(y'z)P|g(y )" du y)>1/p
= (v ) @ ([ PPt oot o) d m)w

Cots ([ wwr i Put eyl ) an)

que

IN
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Par le théoréme de Fubini, il s’ensuit que
I£5alt, < [ wter ([ lrwaraldu) aute)
/Cp/ wy)|f@)|Pwly ) gy o) " duly) du(z)
G G

IN

= CP/Gw(y)p!f(y)}p </Gw(y‘lﬂs)p!g(y‘1w)!p du(%)) dp(y)

= Cl 15wl

Enfin, en extrayant la p-iéme racine on obtient le résultat souhaité, a savoir

p
p?w.

17 %9, < CUlpaolglp (f.9 € %(G,w). O

Le fait que le théoréme 1.9 ne fasse mention que du caractére suffisant de la condition (1.7)
et non pas d'un quelconque caractére nécessaire n’est pas une omission de notre part. On
connait en effet de nombreux exemples de groupes pondérés (G, w) pour lesquels Z,(G, w)
avec p > 1 est x-stable et vérifie '’équation (1.8) mais pas la condition (1.7). Un exemple
identifié par Kuznetsova dans [26] est présenté ci-dessous et d’autres exemples plus complexes

seront présentés plus loin.

Exemple 1.4. Fixons p < 2. Considérons la pondération w : T — (0, co) définie par w(0) := 1
1/2p
et w(t) := (ﬁ) pour t € [—m,0) U (0,7]. On vérifie sans difficulté que w € Z,(T) avec

|wl|, = 2'/P. Pour tout ¢ € T fixé, on a

[(Fx)®] < Iflollglls < 1flpllglls < 1 £llpawllgllpaw,

ol la premiére inégalité provint d’une application de 'inégalité de Holder, la seconde découle

du théoreme C.3 et la derniére vient de ce que w > 1. Il s’ensuit que

1%/l < lwlpllflpwlg

b,w-
Cela signifie que .Z,(T,w) est *-stable et satisfait 'équation (1.8) avec C' = 21/7.

Cependant, étant donné s satisfaisant —5 < s < 0 et t € [g,w] on a w(t) < 21/2p ot
w(s —t) < 2127, de sorte que

1 1 (5) > /7r 1 dt - 2-4/p ( . <0)
— % — | (s _— — I <s .
wd  wil T Jrpw)w(s—t)7 2r T 4 2
1 . : .
Comme — () = 0, la pondération w ne vérifie pas la condition (1.7).
w S—>

Pour clore ce chapitre, soulignons qu’a ce jour aucune condition caractérisant de fagon ex-
haustive la classe #,(G) — a I'image de ce qu’accomplissent les théorémes 1.7 et 1.8 — n’a pu

étre identifiée, et ce, quel que soit p > 1.
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Chapitre 2

Sous-convolutivité et x-stabilité sur le

groupe additif des nombres réels

2.1 Un exemple dii & Kuznetsova

Si le théoréme 1.9 établit hors de tout doute que la sous-convolutivité au sens faible de la
fonction - suffit a assurer la *-stabilité de .Z,(G, w) et la sous-multiplicativité au sens faible
de la norme || - ||p,w, 'exemple 1.4 témoigne de facon tout aussi incontestable du caractére

contingent de cette condition.

Il convient cependant de mettre en exergue le fait que ’exemple 1.4 fait intervenir de maniére
déterminante la compacité du groupe sous-jacent. Or le théoréme de Saeki 1.6 a fait ressortir
emphatiquement que la compacité est susceptible d’occasionner des variations comportemen-

tales significatives. Il est donc tout a fait légitime de se poser la question suivante :

Question 2.1. Etant donné une pondération w sur un groupe G qui n’est pas compact, est-il
nécessaire que 1/w? soit faiblement sous-convolutive pour que l'espace .Z),(G, w) soit *-stable

et que la norme || - ||, soit faiblement sous-multiplicative ?

L’exemple suivant (présenté dans une remarque suivant le théoréme 1 dans [26]) témoigne du
fait que le caractére contingent de la sous-convolutivité au sens faible de la fonction ﬁ n’est

pas observable que pour les groupes compacts.

Exemple 2.1. Considérons la pondération w : R — (0, 00) définie par

max x,a:_l/4, six # 0,
w(z) = x {Jal, 271 7 (2.1)

1, six = 0.
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-4 -2 0 2 4

FIGURE 2.1 — Graphe de la pondération w définie a 'équation (2.1) pour x € [—5, 5]

Remarquons que w? < w% + w% , ol

‘x’7 ‘:U’ 2 17 0,
wy(z) = et  wa(x):=
L, ja] < 1; ] =4,

On peut vérifier que w; satisfait

1 1
(2 * 2) ()
sup i 1w1 < 32.
z€R —(2)
wi
Par conséquent, il découle du théoréme 1.9 que
2 2
/R wn@)?(f * ) (@) dz = ||f g2, < 320F13u 930 <

pour tout f,g € % (R, w).

32/1£113 01913

(2.2)

Comme w > 1, on a que || - ||2 < | - ||2,w de sorte que, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
(o) = | [ 1ate =)
1/2 1/2
< ([1rtar) " ([ lotw-wla)
R R
< N lzwllgllz-
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Ainsi, quelles que soient f,g € % (R, w), on a

1
[ @ de < ([ 6 do) 19wl = U BulolEa  23)

Des inégalités (2.2) et (2.3), on tire que

1£#gll5., < 3201713

et enfin

1/ %95 < 61fll2w

ce qui signifie que % (R) est *-stable.

1912w,

Or, pour z € [-1,0) on a

1 2wz —y)? 2(1+y)? 4y
5 ()
w
—1/2 : r : :
Comme |z| —— 00, la fonction — n’est pas faiblement sous-convolutive.
z—0~ w

17

( 1 § 1 >( )

2 ¥ 2 )& 2 o0 ~1/2 00 [..|—1/2

S =/ w(z) dy Z/ B dy 2/ il dy =
r W(Y) 1Y 1

19113 0 + 4l £ 113019113 20 (f,9 € (R, w)),

|71/2

|z
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Chapitre 3

Sous-convolutivité et x-stabilité sur les

groupes discrets

3.1 Sous-convolutivité et stabilité sur les groupes discrets

Les exemples 1.4 et 2.1 indiquent clairement que, pour que la norme sur £, (G, w) soit faible-

ment sous-multiplicative, la sous-convolutivité au sens faible de % n’est pas primordiale.

En va-t-il autrement si on se restreint aux seuls groupes discrets 7 Autrement dit, se pourrait-il
que la sous-convolutivité au sens faible soit une condition non seulement suffisante, mais égale-
ment nécessaire a la sous-multiplicativité au sens faible de la norme sur ¢,(G, w) ? Kuznetsova
s’est penché sur cette question et I’a résolu dans [28|. Dans cette section, nous présenterons le

résultat fort éclairant auquel elle est parvenue.

Définition 3.1. Un groupe G est dit libre sur S C G si chaque élément de G admet une

unique représentation comme un produit réduit ! d’éléments de S et d’inverses d’éléments de

S.

Intuitivement, on peut voir le groupe libre sur S comme ’ensemble des mots engendrés par
S, c’est-a-dire ’ensemble des chaines finies et réduites de caractéres constituées d’éléments de

S et d’inverses d’éléments de S.

Théoréme 3.1. Soit G un groupe libre d’ordre infini et muni de la topologie discréte. Il existe
une pondération w sur G pour laquelle £,(G, w) est x-stable et la norme || - ||pw est faiblement

sous-multiplicative.

Démonstration. Voir le théoréme 1.1 de [28]. O

1. Réduit signifie qu’il n’y a pas d’occurrence d’un sous-produit de la forme zz~* ou de la forme =~ 'z.
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Il convient de mettre en évidence qu’une pondération w sur un groupe libre G d’ordre indé-
nombrable muni de la topologie discréte ne saurait étre faiblement sous-convolutive. En effet,

quel que soit x € G, le corollaire A.2 implique que

(417 ) @ oy e

_— = 00,
E(l’) yeG

w(y)tw(y=1z)

car il s’agit d’une somme indénombrable de termes strictement positifs.

Remarque. Si on prenait le temps d’analyser en détail la preuve établie par Kuznetsova, on
remarquerait que — contrairement aux pondérations définies aux exemples 1.4 et 2.1 — la
pondération sur le groupe libre G est localement bornée. Ainsi, ’ajout de cette hypothése
ne change rien a la dynamique : la sous-convolutivité au sens faible demeure suffisante mais

facultative.

D’autres legons seront tirées du théoréme 3.1 au prochain chapitre lorsque nous aurons pré-

sentés tous les résultats prérequis.

3.2 Une tentative suivant la voie tracée par Kuznetsova

On remarquera que les groupes dont traite le théoréme 3.1 sont discrets, certes, mais ils
sont également non abéliens (et méme non moyennables). Or, il arrive que certains résultats
s’appliquant aux groupes abéliens (ou moyennables) échouent pour les groupes non abéliens
(ou non moyennables) et vice versa. Nous en verrons d’ailleurs un cas patent au prochain

chapitre. Il est donc légitime de se poser la question suivante :

Question 3.1. Etant donné un groupe abélien discret G, une pondération w sur G doit-elle

nécessairement satisfaire a la condition (1.7) pour que ¢,(G, w) soit x-stable et vérifie (1.8) 7

Afin de tenter de résoudre cette question, on peut chercher & s’inspirer des exemples 1.4 et
2.1. Or, on remarquera en étudiant ces deux exemples que le fait que les pondérations définies
ne sont pas localement bornées joue un réle crucial dans la violation de la condition de sous-
convolutivité au sens faible. La topologie des groupes discrets fait cependant en sorte que toute
fonction sur un tel groupe est automatiquement localement bornée. Il n’est donc pas possible

de suivre aveuglément la voie tracée dans les exemples 1.4 et 2.1.

Une analyse plus attentive de ’exemple 2.1 suggére une autre avenue : considérer d’abord une
pondération w; pour laquelle la norme || - ||2,, est faiblement sous-multiplicative (en vertu
du théoréeme 1.9 toute pondération faiblement sous-convolutive fera 'affaire), puis définir une
pondération w vérifiant w? = w? + w3, olt wy est une fonction qui reste a définir, et — tout
comme & l’exemple 2.1 — mettre & profit les propriétés de wy pour montrer que la norme || - ||2,4

est faiblement sous-multiplicative mais que la pondération w n’est pas faiblement convolutive.
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Suivant cette ligne de pensée, nous avons montré que la satisfaction par la fonction ws de deux
conditions relativement peu exigeantes suffit & garantir la sous-multiplicativité au sens faible

de la norme || - ||2,4 :

Proposition 3.2. Soit wy une pondération sur G qui est C?-faiblement sous-convolutive et

soit wo est une pondération sur G vérifiant

wa(zy) wy(x)”
A= sup —————~ < o0 et B = < 0. 3.1
o walw)ws(y) 2 oy (3
Posons w? := w? 4+ w3. Alors l5(G,w) est x-stable et vérifie
1/2
17 % lly < (C*+ 4287 fll20 gl (.9 € 6(G,w)).

Démonstration. Quelles que soient f, g € l5(G,w), on a
2 2
17 % 9ll50 < 15 *0lls uy + 15 * 9l

1.9
< ClF Bl + 11 93,

ING

2
CH B 913, + 1 %9113,
2 2 2
3l + (A 102 9,02

2
r) (B2 gll2.0:))

ING

| f

A=+

CoIF 13 w0, Ngll2n + (A(BY2f

(C2+ A2B?) || £113 0, 1913,
(€% +A42B%) |1 £ 11301913 -

ou l'inégalité marquée d’une croix vient d’une application de 'inégalité de Cauchy—Schwarz.
O

IN

IN

Malgré ce départ prometteur, cette approche est infructueuse puisque la sous-convolutivité au
sens faible de w; conjointement avec la condition (3.1) implique que la pondération w sera elle

aussi sous-convolutive. En effet, quel que soit z € G on a :

(%) @ _y v

1 w(y)*w(y—'z)?

E(w) yeG
wi(x)? wy ()
= yez;:w(y)%(y19c)2 * y%(:;w(y)%(ylﬂﬁ)2
<y w (z)? s wy(z)?
T Zw@Pulyie)? i (y)ea(yie)?
9 w2(35)2 wg(y)2
=0 yezgv*%(y)zwz(y‘lw)z “wi(y)?
< C% 4+ A’B.
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3.3 Semi-groupes abéliens discrets : un exemple di a Fricke

Avant de se pencher plus avant sur le cas des groupes abéliens discrets et son porte-étendard,
le groupe additif Z, nous nous permettrons une digression pour étudier le cas du semi-groupe

additif des nombres naturels N.

Comme I'impossibilité dans N de donner un sens & ’expression z —y pour z,y € N satisfaisant
x < y rend inopérante la définition 1.1, nous devrons d’abord préciser ce qu’on entend par la

convolution de deux fonctions f,g: N — C.

Définition 3.2. Etant donné deux fonctions f,¢g : N — C. La convolution de f et g est la
fonction (f * ¢g) : N — C définie comme suit :

(fxg)(n) =Y f(k)g(n —k).

k=0

n

En reproduisant mutatis mutandis la démonstration du théoréme 1.9, on obtient un résultat

analogue pour £,(N, w) muni de la convolution « tronquée » définie ci-dessus.

Théoréme 3.3. Soient p,q € (1,00) des exposants conjugués et soit w une pondération sur

le semi-groupe N. Si la fonction 1/w? est C4-faiblement sous-convolutive, ¢’est-a-dire si pour

<1 ) 1) (n) < CI=(n), (3.2)

w?  wi w9

toutn € N on a

alors Uy(G,w) est x-stable et la norme || ||p. est C-faiblement sous-multiplicative, c’est-a-dire

If=gll,, < ClIf

19lp.w (3.3)

p?w

pour tout f,g € £,(N,w).

Démonstration. Soient f,g € £,(N,w). Quel que soit n € N, I'inégalité de Holder nous donne

n 1/q n 1/p
<Z w(k)lthn — k;)q> (Z w(k)?|f(k)|Pw(n — k)P|g(n — k:)|p>

k=0

IN

D (k)gn = k)]
k=0

n 1/p
_ (1 ; 1) (n)'/a (Z w(k)?| £ (8) Pao(n — K)P|g(n — k>1p>

w?  wi
k=0

IN

n 1/p
(%(n) (Zw(k)plf(k)\pw(n —k)lg(n - k)\p) :
k=0
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Il s’ensuit que

IF ol < zwm)p( \f(k)g(n—kM)

n=0 k=0

<y cr ( w(k)P|f(k)["w(n — k)P|g(n — k)\p>
n=0 k=0
< Oy wkP| )] wn)|g(n)|”
k=0 n=0
= CPIIfII gl -

Enfin, en extrayant la p-iéme racine, on obtient le résultat souhaité, a savoir

Hf*ng,w < C|f |pw (f,ngp(N,w)). [

pwllg
Soulignons que le théoréme 3.3 figure implicitement dans les travaux de Wermer [51] datant de
1954 et qu’il a été obtenu, sous forme explicite, de fagon indépendante par Kerlin et Lambert

[24] en 1973 ainsi que par Nikol’skil [31] I’année suivante.

Tout comme le théoréme analogue s’appliquant aux groupes, le théoréme 3.3 présente une
condition suffisante et suggére la question suivante : cette condition suffisante est-elle également
nécessaire ? Dans un article publié¢ en 1978, Gerd Fricke [15] a montré que la condition (3.2)
ne caractérise pas plus la sous-multiplicativité au sens faible de la norme sur ¢,(N,w) que
la condition (1.7) ne la caractérise sur .Z,(G,w). La preuve de Fricke comportant certaines
subtilités, nous avons préféré — par souci d’exhaustivité et de clarté — inclure une démonstration

compléte et détaillée dans le cas particulier ou p = 2.

Théoréme 3.4. Il existe une pondération w : N — (0, 00) satisfaisant (3.3) mais pas (3.2).

Démonstration.

DEFINITION DE LA PONDERATION.
Soit {n;};>1 une suite de nombres naturels qui seront choisis ultérieurement. Pour l'instant,

il nous suffira de supposer que n; > 2n;_; pour tout j > 1. Posons

w(k) := apay - - - ag, (k eN),
ou
17 0<:< ni,
R 1 . ; . .
a; = ny nj—1 <it<nj;—njq,

—_—, nj—nj_1<z§nj.
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FIGURE 3.1 — Esquisse d'une pondération suivant la définition donnée par Fricke

Afin d’améliorer I'intelligibilité de la preuve, nous tiendrons pour acquis les deux énoncés sui-

vants (ils seront démontré a la toute fin) :

ENONCE 1.
La pondération w satisfait
w(n)
< , 0<k<n).
wk)ywin —k) — ™ ( ")
ENONCE II.
La pondération w satisfait
w(n;) > (an;)" 7, (0 < k < ny).
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PREUVE DE CE QUE {2(N,w) SATISFAIT (3.3).
Etant donné f, g € £o(N,w), on a

sl < 3wt (01509 oo - 02

n=0

oo

2
=wa0mmmwwwww+zv1wm-0

n=0

i}w<n>2-9<|f(0>2 ) +£(n) !+<Z\f lg(n — &) ))

IN

00 n—1 2
::Mﬂmfwﬁ@+%mmfwﬁ@+g§:(2}mmvmen_m0
n=2 \k=1

00 n—1 2
< 8[| £330 +9 <Z w(n)|f(k)]|g(n — k)\) :
n=2 \k=1

Or, I’énoncé I implique que

n—1 2 n—1 2
_ _ _owm) win — ) a(n —
(Zw(n)\f(k)Hg(n k>|> - <kzlw<k‘>w<n— LBl - B k)\)

IN

n—1 2
ap | D wk)]f(k)|w(n —k)|g(n — k)\)

k=
n—

n—1
(Zw<k>2\f<k>\2) (Zwm— k)?|g(n — k)f)
k=1 k=1

ap 1 £113. 19113 00

Ainsi, en combinant ces deux chaines d’inégalités, on obtient

| +gl2 < (18+9Za%) 1£12 119112
n=2

IN

IN

o0

Ainsi, pourvu que Y a2 < 0o, cela achéve la démonstration d’un équation du type (3.3). Or
n=1

on a

oo
2 n2—2n1 ni n3—2n2 no 1 1
a, = ni+ + — + +—=+... < np1+2 — < ny1+2 —
2T g Tt S S ey

et cette derniére série converge manifestement.

PREUVE DE CE QUE w NE VERIFIE PAS LA CONDITION (3.2).
Quel que soit j € N fixé, il découle de I’énoncé II que

(#*%) (nj> — S w(n‘)Q i M1 Ns; 1 2mj 1
I At b 2 e 2 ;() .

k=0 k=1
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Notons qu’en choisissant des n; suffisamment grands on peut clairement faire en sorte que

n; 1 Znj-1
—_ — OQ.
2 nj—1 Jj—0o0

Ce faisant, on s’assure que la fonction 1/w? viole la condition de sous-convolutivité au sens
faible.

PREUVE DE L'ENONCE 1.

Remarquons que

w(n) aopal - an "
wBwmn—F) = o = wkwn—k) = o
apai - - - an—1
A w(k)wn —k) — !
— w(n —1) .
w(k)wn —k) —

Nous procéderons par induction sur n pour démontrer cette derniére inégalité.

e Initialisation : L’inégalité est vraie pour n = k + 1 car

w((k+1)-1)  wk) 1 -
w(k)w((k+1) — k) w(k)w(1) apa;
De méme, inégalité est vérifiée pour n = k + 2 puisque
w(k+2)-1)  wk+1) aoay - - - ap41 Qf+1

w(k)w((k+2)—kz) —w(k)w(2) - (apay -+ - ag)(aparasz) - apala2 =1

o Hérédité : Pour n > k+2on a

w(n)
w(k)w((n+1—k) B w(n)w(n — k)
w(n—1 - — —

(apay - apn)(apay - - an_g)

(apay - - - ap—1)(aoay - - Gpy1—k)
an

Qp—k+1

Si cela est inférieur ou égal a 1 alors on a fini. Sinon c’est qu’il existe nécessairement j > 2

tel que
nji—1 < n—k+1 < n;—mnj_1 et nj—nj—1 < n < nj.

Dans ce cas, on a

w(n) B apai - - ap _ Qp kg2 Op

w(k)w(n +1—k) B (agar - -~ ax)(aoar - -~ Gny1-k) az---ag

25



1
nj—1

et les

Le produit a,—j42---a, est composé de k — 1 termes dont au plus n;_; valent

autres valent au plus ni Donc
J

ni_q k—1-n;_1
1 J 1 J . )
(nj_l) (777> , sik>mn;_1,

Op—ft2° " 0n < ) —1
(nj_l) y sik S nj—1.

Pour sa part, le produit ag - - - aj, est composé de k—1 termes dont au moins min{k—1,n;—1}

_1 : et le reste vaut au moins ni Donc
J— J

ni—1 k—l—?’L'_l
1 J 1 J . )
O O A T

= 1 k—1 .
( ) , sik <nj_1.

nj—1

valent au moins -

as - --ag

En mettant toutes ces inégalité ensembles on obtient

w(n) _ On—kt2 o On
w(k)w(n +1—k) ag---ap

ce qui compléte 'induction et, du méme coup, la démonstration de I’énoncé 1.

PREUVE DE L’ENONCE II.

Par symétrie du terme dénominateur, on peut supposer sans perte de généralité que k < %J

o Sik <mnj_1 alors

w(n;)
w(nj,l)w(éjfnjfﬂ _ w(nk)w(n] — k>
w(ng) w(n;j—1)w(nj —nj_1)

(apar - - - an,)(aoas - - - an; )
(aoal ttt a/nj_l)(aoa/l T anj—nj—l)
anjf’n‘],lﬁ»l e anj—k

ank+1 e anj71

Ce dernier quotient est en fait un produit de termes de la forme %9;7:“ pour k <r < mj_q.

Or chacun de ces termes est inférieur ou égal a 1.

o Sik >mnj_q alors

w(ng)
w(nj,l)w(izj—nj,l) _ w(nk)w(nj — k‘)
w(n;) w(nj_l)w(nj - nj_l)

w(ng)w(ng—k)
(aoal - ank)(aoal ce anj—k)
(aoal T anj71)(a0a1 T anj*nj71)
Anj_y 41",

anjkarl T anj—nj_l

Ce dernier quotient est quant & lui un produit de termes de la forme —*—

— pourn;g <7 <k.
J

Or chacun de ces termes est inférieur ou égal a 1.
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Dans un cas comme dans ’autre on déduit que

w(n;) S w(n;)
w(k)w(n; —k) — w(nj-—1)w(n; —nj-1)
o aoal DY a/nj
(aoar - an;_,)(aoar - an;—n; ;)
_ Qnj—ny 141" Ony
apai - - - ap;—1
n;j—1
apai - - - ap;—1
> api!
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Chapitre 4

Enoncé du probléme principal

Ni les travaux de Fricke, ni ceux de Kuznetsova ne permettent de déterminer si, oui ou non,
la sous-convolutivité au sens faible est une condition nécessaire a la x-stabilité des espaces
0,(G,w) pour p > 1 lorsque G parcourt la classe des groupes abéliens discrets. La question
demeure notamment en suspens dans le cas de Z, I'un des trois plus importants groupes —
avec R et T — en ce qui a trait aux applications pratiques de ’analyse harmonique. Par voie

de conséquence, il s’agit incontestablement d’un cas sur lequel on aimerait statuer.

Probléme principal. Etant donné (G, w) un groupe abélien discret pondéré, est-il nécessaire

que la pondération w soit faiblement sous-convolutive pour que l’espace f2(G,w) soit x-stable ?

Les raisons justifiant notre insistance a étudier spécifiquement le cas p = 2 sont nombreuses

et variées :

— Rappelons que les espaces £, sont emboités (voir le théoréme C.3) et qu’on retrouve a
une extrémité de la chaine d’inclusion l'espace £ (G, w) pour lequel le théoréme 1.8 nous
enseigne que la sous-convolutivité au sens faible est une condition nécessaire et suffisante
pour que cet espace soit *-stable et que sa norme soit faiblement sous-multiplicative. A
Pautre extrémité, on retrouve ¢1 (G, w) pour lequel on peut déduire que théoréme 1.7 que
la sous-convolutivité au sens faible est une condition suffisante, mais contingente. Il n’est
pas rare, lorsqu’il y a une telle divergence comportementale, que le point de bifurcation
soit p = 2. En un mot comme en mille, il est possible que la résolution du probléme dans

le cas p = 2 trace la voie vers la résolution pour tout p > 2 ou encore pour tout p < 2.

— L’espace lo(G,w) étant muni d’une riche structure d’espace de Hilbert, notre coffre a
outils s’en trouve mieux garni. On dispose par exemple du théoréme de représentation
de Fréchet—Riesz pour caractériser les fonctionnelles linéaires continues sur lo(G,w).
L’inégalité de Cauchy—Schwarz est un autre exemple d’outil remarquablement utile. 11
est vrai que pour p # 2 on peut compter sur 'inégalité de Holder mais celle-ci est, au

mieux, un substitut imparfait.
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— La structure d’espace de Hilbert dont jouit (G, w) permet également des le recours a
des techniques issues de la théorie des opérateurs définis sur des espaces de Hilbert ainsi

qu’avec la théorie de espaces de Hilbert & noyau reproduisant.

Notation. Puisque dans la suite de ’exposé nous nous concentrerons sur le cas p = 2, nous
adopterons une notation plus concise pour désigner la norme sur /o(G,w). Nous écrirons

désormais || - ||, pour désigner || - ||2,w-

4.1 Indices de *-stabilité et de sous-convolutivité

Commengons par déterminer sous quelles conditions la convolution de f et g en x € G est

bien définie :
Lemme 4.1. Soit (G, w) un groupe abélien discret pondéré et soit x € G. Les énoncés suivants
sont équivalents :

(i) > ‘f(y)g(yilm)‘ converge pour tout f,g € la(G,w) ;
yeG
(ii) 7z = inf w(y)w(y=tz) > 0.
yeG
Si ces énoncés sont vérifiés alors, quels que soient f,g € l2(G,w), on a

Mg @)] < v 1 lwllgle. (4.1)

yeG

Démonstration. Les énoncés (i) et (ii) étant veérifiés d’emblée pour tout groupe d’ordre fini,

nous ne considérons par conséquent que les groupes d’ordre infini.

e IMPLICATION (ii) = (i). Etant donné f,g € fo(G,w), il découle de I'inégalité de Cauchy—
Schwarz que

S~ Y@ @)y ) g(y )
YWt o)] = o) wly-12)

yeG yeG
< D w)|fW)|wy o) |9y )|
yeG b o
< S ww?rw)) S wy )2y w)|?
yeG yeG
= 7% 1 lwllgllo-

Ainsi l'inégalité (4.1) est vérifiée et, par voie de conséquence, la série ) ‘f(y)g(y_lx)‘

yeG
converge.

e IMPLICATION (i) = (ii). Nous procéderons par contraposition et supposerons que
ingw(y)w(yflx) = 0. C’est donc dire qu’il existe une suite {y,}22; d’éléments de G tels
ye
que

1 1

z) < —5. (4.2)

w(yn)w(y, 2
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Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer sans perte de généralité que les y,, et les
1

y,, o sont tous distincts. Ce faisant on peut définir une fonction f : G — [0,00) comme
suit :
1 e —
w(yn)’ SLY = Yn,
fy) = m7 sty =y, ',
0, sinon.
Remarquons que
. 1 . 1 — 1
A5 = D wyn)® 55 + D wly,'w) g = 2) 5 < oo
v nz:l " n2w(yn)2 nz:l " n2w(yn 1$)2 nz:l n?

Il s’ensuit que f € lo(G,w). Remarquons cependant qu’en vertu de (4.2) on a
1 1

nw(yn) nw(y, ')

Flyn) flyn ') = > 1

et ce, quel que soit 'entier n > 1. Il en découle que la série > f(y)f(y~'z) ne peut

yeG@
certainement pas converger. O
Le théoréme qui suit stipule que la stabilité par rapport au produit de convolution n’est pas
seulement une condition devant nécessairement étre vérifiée par fo(G,w) pour que cet espace
soit (isomorphe a) une algébre par rapport au produit de convolution; c’est également une

condition suffisante.

Théoréme 4.2. Soit (G,w) un groupe abélien discret pondéré. Les énoncés suivants sont
équivalents :

(i) L’espace la(G,w) est x-stable ;

(i) La norme || - || est faiblement sous-multiplicative par rapport au produit de convolution,

c’est-a-dire qu’il existe C' > 0 tel que
1f*9ll, < Clifllwllglle, (f,9 € 2(G,w));

(ii1) L’espace lo(G,w) muni du produit de convolution est isomorphe & une algébre de Banach.

Démonstration.

e IMPLICATION (i) = (ii). Etant donné¢ f € l5(G,w), définissons My : £2(G,w) — l2(G,w)
par My(g) := f * g. Comme l'espace f2(G,w) est *-stable par hypothése, cette application
de multiplication par f est bien définie et elle est de toute évidence linéaire.

Nous montrerons, a I'aide du théoréme du graphe fermé, que I'application M} est continue.
Pour ce faire, considérons une suite {g,}>2 ; de fonctions appartenant a ¢3(G, w) satisfaisant
gn — 0 ainsi que My(gn) — h dans l2(G,w) et montrons que h = 0. Par le lemme

n—oo
4.1, il existe, pour tout x € G, une constante 7, > 0 pour laquelle

(7 * o) @] < 2 1 wlgn (n>1).
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Il s’ensuit que

(f * gn)(x) ——0, (x €G).
n—oo
Or, on a également
(f % gn)(x) —— h(=), (z€q).
n—oo
Donc h = 0 comme voulu.
Considérons la famille d’applications linéaires suivante : {My : ||f|lw < 1}. Pour tout

g € l2(G,w) on a

[IMp(Dllw = If *gllw = llg* fllw = [Mg(H)llw < IMglll[fllw < [My]].

En d’autres termes, la famille {M; : ||f|l, < 1} est simplement bornée. Par le théoréme
de Banach-Steinhaus, il existe donc une constante C' > 0 telle que || My|| < C quel que soit
f € £3(G, w) satisfaisant || f|l, < 1. Par homogénéité, il s’ensuit que

Myl < Cllfllw, (f € t2(G,w)).

Ainsi, on a
|f*9ll, = M@, < IMellllglle < Clfllwllglle, (f € (G, w)).

e IMPLICATION (ii) = (iii). Il s’agit d’un cas particulier du théoréme D.1.

e IMPLICATION (iii) = (i). C’est clair. O

Définition 4.1. Etant donné (G, w) un groupe abélien discret pondéré, on définit 1'indice de

x-stabilité de f2(G,w) comme étant

C(Gyw)i= sup{[[f+gll, 1w < 1ol < 1} (4.3)

Cette terminologie est justifiée par I’équivalence, pour f2(G,w), entre la *-stabilité et la sous-
multiplicativité au sens faible de la norme || - ||, établie au théoréme précédant. Dans la méme
veine, attribuons un nom a la constante minimale (& supposer qu'il en existe une) pour laquelle
(1.7) est vérifiée.

Définition 4.2. Etant donné (G, w) un groupe abélien discret pondéré, on définit 1'indice de

sous-convolutivité de (G,w) comme étant

1 1 >
(wz 2 )@ w(a)?
UG = s T T S Pty .

Gréce a ces deux définitions, nous sommes en mesure revisiter le théoréme 1.9 et de reformuler

le probléme principal en faisant preuve de plus de concision :
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Théoréme 4.3. Etant donné (G,w) wun groupe abélien discret pondéré, on a

C(G,w) < Cy(G,w).

Probléme principal. Etant donné (G,w) un groupe abélien discret pondéré, est-il possible

que C(G,w) < oo mais que Co(G,w) = oo ?

4.2 Un premier critére de x-stabilité pour /,(G,w) : la
sous-multiplicativité

Rappelons que le théoréme 1.7 stipule qu’une condition fort simple — la sous-multiplicativité

au sens faible de la pondération — entraine la *-stabilité de 1’espace ¢1(G,w). En reproduisant

a lidentique la preuve de ce théoréme, on déduit que la sous-multiplicativité au sens faible est

une condition que doit impérativement satisfaire w afin que 1'espace ¢2(G,w) soit *-stable.

Théoréme 4.4. Etant donné (G,w) un groupe discret pondéré, lespace lo(G,w) est *-stable

seulement si la pondération w est faiblement sous-multiplicative.

Démonstration. Quels que soient z,y € G, on vérifie que d, * d, = 0, et il s’ensuit que
w(zy) = [dayllw = [0 %8y]|, < C(G,w)0allulldylle = C(Gw)w(z)w(y).

Ainsi
w(zy)
sup —————

S0 ety = G -

De trés nombreux exemples font foi de ce que la sous-multiplicativité est en soi insuffisante
pour assurer la x-stabilité de ¢3(G, w). Nous y reviendrons lorsque nous aurons abordé d’autres
critéres permettant d’exclure la possibilité qu'un groupe pondéré engendre un espace ¢2(G, w)

qui soit x-stable.

4.3 Un second critére de *-stabilité pour /,(G,w)

Le théoréme suivant montre que la x-stabilité de ¢2(G,w) est conditionnelle & ce que w satis-

fasse une condition dont la forme n’est pas sans rappeler la sous-convolutivité au sens faible :

Théoréme 4.5. Pour tout groupe abélien discret pondéré (G,w), on a

S L <G

1
2 wyu(e )
Démonstration. En vertu du théoréme D.1, on sait que l'espace ¢3(G,w) muni de la norme

[fllm = o £ =gl
g#0
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est isomorphe & une algébre de Banach complexe commutative et unifére. Le théoréme E.4
implique donc lexistence d’un caractére x : lo(G,w) — C, c’est-a-dire d’une fonctionnelle
linéaire || - ||;,-continue sur f2(G,w) qui est multiplicative et de norme 1. Ainsi, quel que soit

f €l2(G,w), on a

f*g C(G,w)| fllwllgll
IX(H] < Iflm = sup [l ., < sup : == = CG,w)[fllw-
g€la(Gw) HgHw g€la(Gw) ”gHw
g#0 gZ0
C’est donc dire que x est également || - ||,-continue et que sa norme, comme application sur
lespace ¢2(G,w) muni de la norme || - ||y, est au plus C(G, w).

Mais, /5(G,w) étant un espace de Hilbert, le théoréme de représentation de Fréchet—Riesz G.2
implique qu'il existe h € l5(G,w) tel que pour tout f,g € l2(G,w) on ait
X(f) = (fihhw = Y w(@)*f(2)h(), (4.5)
z€G

et ||x|| = ||h]|w. Afin d’identifier h, posons f := d, dans I’équation 4.5. On trouve

h(z) = : (z€G).

Il s’ensuit que

ZW = Y w@?|h@)|* = (b = C(G w)?
w(z)? N v R

zeG zeG

Comme
1 = X(ée) = X(‘Sszl) = X((;x*(sxfl) = X(az)X(dx*1)7

I'inégalité de Cauchy—Schwarz nous donne :

1 _ N X002)x(0,-1)
Zw(x)w(x—l) N Z w(z)w(z=1)

z€G z€G
< (3 by (s bl
z€G z€G
= |IAll%,
= CO(G,w)?,
ce qui achéve la démonstration. ]

Ce résultat fournit une preuve alternative du fait que, quel que soit le groupe abélien discret,
I'espace f2(G) n’est pas *-stable pour les groupes non compacts. De plus, il nous permet de
générer facilement des exemples (comme 'exemple 4.1 ci-dessous) de groupes pondérés satis-
faisant la condition de sous-multiplicativité au sens faible du théoréme 4.4 mais qui ne sont pas
x-stables, montrant du coup que cette condition ne caractérise pas la *-stabilité des espaces

gQ(G, w).
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Exemple 4.1. Considérons le groupe additif Z muni de la pondération w : Z — (0, co) définie

par w(n) :=r", ou r est un nombre réel strictement positif quelconque. Notons que

w(n + k) pntk
————% = sup —— = L.
n,kEZ w(n)w(k) nkez T T
Pourtant, l’espace ¢5(Z, w) n’est pas *-stable car
1 1
—_— pr— —_— pr— 1
Yooy Loy
nez nez nez

et cette derniére série diverge de facon manifeste.

Il est légitime de se demander si la condition énoncée au théoréme 4.5 suffit a assurer la
x-stabilité de lo(G, w). Autrement dit, cette condition nécessaire est-elle également suffisante ?

Il s’avére que ce n’est pas le cas le révélent les deux exemples suivants :

Exemple 4.2. Considérons le groupe additif Z de méme que la pondération suivante :

olnl, si n est pair ou nul,
w(n) :=
In|, si n est impair.
D’une part,
1 > 1 S|
=14+ 2 + 2 < 00
T% w(n)w(—n) kzo (2k +1)2 ; (227)2

D’autre part, étant donné n € N, on a

w(2n + 2) 22n+2
- 7 OO
w(l)w(2n + 1) 2n+1 n—oo

Ainsi, il découle du théoréme 4.4 que ¢2(Z,w) n’est pas *-stable.

Exemple 4.3. Considérons le groupe additif Q et la pondération w : Q — (0,00) définie
comme suit :
a |abl, sia#0,
(3)-

1, sinon,

ou a,b € Z avec PGCD(a,b) =1 et b > 0. D’une part, on a

St <SS - (50 (£4) <~

zeQ aEZ b= 1 b=1
D’autre part, étant donné un nombre premier p > 2, on pose x := % et y:= %. On vérifie

que r —y = 5 et il s’ensuit que

ww)  w(%)
w(y)w(z —y) o w(l>w(l) = (p+2) w—oo>oo.

p 2

Ainsi, il découle du théoréeme 4.4 que ¢2(Q, w) n’est pas *-stable.
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Une autre conséquence du théoréme qui est digne de mention concerne la cardinalité des
groupes sous-jacents a une algébre de convolution ¢2(G,w). Le résultat en question est un cas
particulier d’un théoréme beaucoup plus général qui est dit & Kuznetsova [27]. Avant d’énoncer

et de démontrer ce résultat, nous allons d’abord établir le lemme suivant :

Lemme 4.6. Quel que soit ’entier m > 1 on a

md 1 A2
Z n2(m —n)2 < 3m2
n=1

Démonstration. Remarquons que pour n > (%W on a m < 2n, tandis que pour n < (%W on a

plutot m < 2(m — n). Ainsi

m—1 2 m 00 2
m 4 4 1 47
< = — < 8 —_ = —. ]
DL S R e T I
n=1 n=1 n:"%—‘ n=1

Théoréme 4.7. Soit G un groupe abélien discret. Les énoncés suivants sont équivalents :
(i) G est au plus dénombrable ;

(ii) Il existe une pondération w pour laquelle lo(G,w) est x-stable.

Démonstration.

e IMPLICATION (i) = (ii). Soit g1, g2, ... une énumération des éléments de G. Définissons une
fonction uy : G — (0,00) par u1(gn) := 5. On vérifie sans difficulté que uy € £1(G) et que
Jurfr = 1.

Définissons inductivement des fonctions wu,, comme suit :

Upt] = UL * Up.
Il découle du théoréme 1.1 que
HUTLHl < 17 (n c N)
Posons ensuite
oo —1/2
Py— uﬂ
n=1
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Observons que, pour tout z € G fixé,

(o= (B)-(Se)

Ayant montré que

(5 )@ < 1), e

on conclut du théoréme 1.9 que l3(G, w) est *-stable car Ca2(G,w) < %.

e IMPLICATION (ii) = (i). Procédons par contraposition. Soit G' un groupe abélien discret
indénombrable. Quelle que soit la pondération w : G — (0, 00), le corollaire A.2 implique

que la série > W diverge. Il découle donc du théoréme 4.5 que I'indice de *-stabilité

xeG
de (G, w) est infini. O

Dans toute cette section nous avons supposé que G était un groupe abélien. Cette exigence
ne reléve pas d'un excés de frilosité puisque le théoréme 3.1 dont nous avons briévement
discuté au chapitre précédent, qui stipule que tout groupe libre d’ordre infini (quelle que soit
sa cardinalité) admet une pondération lui conférant une structure d’algébre par rapport au
produit de convolution, montre hors de tout doute que le théoréme 4.5 est faux en général si
on omet la condition « G est abélien ». Cela illustre le fait que des divergences fondamentales
se manifestent selon que le groupe G soit commutatif ou non. De plus, cela justifie 'intérét
que nous avons accordé dans cette thése a la question quant a savoir si la sous-convolutivité
au sens faible est une condition nécessaire a la x-stabilité de ¢2(G,w) lorsqu’on restreint le

périmétre de notre étude aux seuls groupes discrets qui sont abéliens.

Pour clore notre discussion au sujet du théoréme 4.5, revenons briévement sur la construction
de Fricke qui a été présentée en détail au chapitre 3. Le théoréme 4.5 montre qu’il serait mal
avisé de simplement étendre la pondération de Fricke sur le groupe Z tout entier en définissant

w sur les entiers négatifs comme étant I'image miroir de w [ N comme a la figure qui suivante :
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FIGURE 4.1 — Esquisse d'une pondération paire sur Z coincidant avec la pondération de Fricke

sur N

En effet, pour toute pondération définie de la sorte, la série > W

ne pourrait faire
w(—n)
nez

autrement que diverger.

4.4 Pondérations polyndémiales au sens entendu par Pytlik

I1 découle respectivement des théorémes 1.9 et 4.5 que 'espace lo(G,w) vérifie 'expression
lo(G,w) x ly(G,w) C ly(G,w) :

1 1
w2 * w2 () 5
— si sup =sup | > #‘2,11)2 est fini;

el 7(3:) zeG \yelG
w

(11 X
— seulement si (w * w) (e) = y;G TTRGTe converge.

Dans cette section, nous tenterons de déterminer ou, & tous le moins, de mieux apprécier la
distance qui sépare ces deux conditions. Nous verrons que, si w satisfait certaines hypothéses de
régularité, ces deux conditions coincident. L’une de ces hypothéses a été étudiée par Tadeusz

Pytlik [33; 34| et le terme par lequel il ’a désigné est entré dans 'usage :

Définition 4.3. Etant donné M > 0, une pondération w : G — (0, 00) est dite M -polynomiale

au sens entendu par Pytlik ou, pour faire plus court, M - Pytlik, si
wlzy) < M(w(z) +w(y)), (z,y € G).

Théoréme 4.8. Soit (G, w) un groupe abélien discret pondéré. S’il existe une constante M > 0

telle que w est M -Pytlik et satisfait & la condition suivante pour tout r € G

w(z™) < Muw(z), (4.6)
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alors les énoncés suivants sont équivalents :

(i) Co(G,w) < 00 ;
(ii) C(G,w) < oo ;

zeG

(iv) > ﬁ < 00.
zeG

Démonstration.

IMPLICATION (i) = (ii). Il s’agit d’un cas particulier du théoréme 1.9.
IMPLICATION (ii) = (iii). Nous l’avons montré au théoréme 4.5.

IMPLICATION (iii) = (iv). La condition (4.6) implique que ﬁ < %, d’ott on tire

1 M
Zw(ac)2 = Zw(ac)w(:lc_l) < o

zeG zeG

1

IMPLICATION (iv) = (i). Quels que soient =,y € G, on a ou bien w(y) > w(y~ ) auquel

cas 'hypothése voulant que la pondération soit M-Pytlik implique que

w(e) = wiyy™'e) < M(wly) +wly o) < 2Mw(y),

1

ou encore w(y) < w(y~ " z) auquel cas I'hypothése voulant que la pondération soit M-Pytlik

implique plutét que
w(z) = wyy lz) < M(w(y)—i—w(y_lx)) < 2Mw(y tz).

Il s’ensuit que

w(z)? 40> 4M*? 8M?
> S e ) S Phap
2 —1,)2 —1.,\2 2 2
s wy)u(y=iz) e wlyTe) e w) e w)
w(y)>w(y ') w(y)<w(y~'z)

Le corollaire suivant énonce un résultat classique qui est un cas spécifique du théoréme 4.8.

Corollaire 4.9. Considérons le groupe Z muni de la pondération w(n) := (1 + |n|)a Alors

l>(Z,w) est x-stable si et seulement si @ > 5.

Démonstration. Notons que la fonction w est polyndémiale au sens de Pytlik. En effet

e Si o <1 alors, quels que soient n,k € Z, on a

o C2 o C2
wintk) = (14+n+k))" < 1+n+k|* < 14+(In|+k)" < 1+n|*+k]* < wn)+w(k).
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e Sia > 1, la convexité de la fonction x — = implique que

(1+n+k|>a < 1%+ |n + k|*
2 - 2 '

Ainsi

(I+n+k)* < 2271+ n+ k). (4.7)
Par un argument similaire on trouve que
In+k* < 271 (|n|* + |k|*). (4.8)
Ainsi, il découle des équations 4.7 et 4.8 que, quels que soient n, k € Z, on a
wn+k) = (1+n+k)* < 227 +47(|In]* + |k|*) < 4°H(w(n) +w(k)).
Ainsi, par théoréme 4.8, I'espace lo(Z,w) est x-stable si et seulement si »

nez (1+n])
c’est-a-dire si et seulement si o > % O]

25 converge,

Comme nous 'avons vu a l'exemple 4.2, les implications (iv) = (i) et (iv) = (ii) sont fausses
en général s’il n’existe aucune constante M > 0 pour laquelle la pondération est M-Pytlik.
L’implication (iii) = (iv), quant a elle, ne tient plus si on omet la condition (4.6) comme en

témoigne I’exemple ci-dessous.

Exemple 4.4. Considérons le groupe Z muni de la pondération définie par

(\n\+1)1/2, sin>0,

w(n) ==
(In] + 1), sin <0.

D’une part

1
ZW:1+2Z 7o < 00

|+13

et d’autre part

= 1
SR I TR

nel win n=1
4.5 La clé de voite : la transgression de la condition de Pytlik

On peut déduire du théoréme 4.8 que toute pondération donnant lieu & un indice de *-stabilité
fini et & un indice de sous-convolutivité infini — & supposer qu'une telle chose existe — devra

impérativement déroger a la condition de Pytlik et/ou a la condition 4.6.

Le prochain théoréme — démontré par Kuznetsova |26] — précise qu’on peut, en fait, concentrer
notre recherche d’une pondération sur G satisfaisant C(G,w) < oo et Co(G,w) = oo aux

pondérations vérifiant —5 € £1(G).
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Théoréme 4.10. Soit (G,w) est un groupe abélien discret pondéré. Si lo(G,w) est x-stable
alors il existe une pondération w : G — (0,00) satisfaisant % € (1(G) pour laquelle :

(i) l2(G,w) est isométriguement isomorphe a l2(G,w) ;

(i) C(G,w) =C(G,w);

(i1i) Co(G,w) = Cao(G,w).

Démonstration. Comme nous ’avons vu dans la démonstration du théoréme 4.5, ’espace

l5(G,w) est isomorphe a une algébre de Banach commutative et unifére et, conséquemment, il

existe un caractére x sur f2(G,w) qui est assimilable & une fonction h € ¢2(G,w) satisfaisant
|h]|lw < C(G,w). Posons

() = &)

|X(62)]

e MONTRONS QUE LES ESPACES {2(G, w) ET {2(G,w) SONT ISOMETRIQUEMENT ISOMORPHES.

Considérons I'homomorphisme VU : lo(G,w) — ¢5(G,w) défini par f(z) — f(q:)|X(5x)| On

a

1wH)z = S @@ f(@)|*x(6)]

zeG
w(z)? 2 2
g‘x@)‘z\ ()] x(62)]
= > w@)?|f(@)|

zeG
= |IfII%-

Ainsi 'homomorphisme ¥ est une isométrie. Il reste & montrer que ¥ est surjectif. Etant

donné g € ¢5(G,w), on considére k(z) := +2=+. On a

kI = D w(@)?

z€G

Ainsi k € l5(G,w). Or g = V(k).

I
=
8
B
S
&
s
I
E
g1
AN
8

e CONCORDANCE DES INDICES DE SOUS-CONVOLUTION. Pour tout z € G on a

a@? w(@)? X6 X0, w(w)’
y;;@(y)%(y‘W - y;;w(y)%(y‘lx)z x(6.)| N y;;w(y)Qw(y‘lrv)Q
Ainsi

Cy(G,w)? = supz w(z)’ = supz w(z)’ = Cy(G,w)?
2’ veG 22 WWPo(y o) T aco g w(y)wlyle? T N
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e CONCORDANCE DES INDICES DE #-STABILITE. D’une part, étant donné f,g € lo(G,w),

I'inégalité de Cauchy—Schwarz nous donne, pour z € G fixé, que

IN

yeG

IN

w(z)
Donc

I+l =

IN

IN

<

yEG
2
1 wly) Cwlyte)
yEZGw(y)w(y—lx) X(8,)] f(y)] (3, 10| |9(y ))

2 W) | (Z w(y)Qf(y)Q@(y190)29(y1w)2>

lGy ) (Zw<y>2|f<y>2a<y1m>29<y1x>2)-

> ey

zeG

> =

zeG

> fwely™

yeG

Zf

yeG

> (;;f )| >gy{1w)

2
_IIE)|
y”:v)’

f(y)}2@(y1x)29(y1w)2>

Ix

s ()

zeG ZJEG

3 oG w)? (Z (y)?
zeG yeG
Co(GLw)? Y w(y)?| f(y)]* - (Z

yeG zeG

Co(Gw)? | 15 gll%-

@(y-lxﬂg(y—lw)

Ainsi C(G,w) < C(G,w). Un argument similaire permet de montrer I'inégalité inverse.

e MONTRONS QUE 1/w? APPARTIENT A £1(G). Pour tout z € G fixé, il découle de la formule

(4.5) que ‘X(

zeG

55,;)‘ = w(x)

L Bl
2 IEZG w(x)Q

2|h(x)]. Ainsi
OIS~ @) = i = 0@ < o O
zeG
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Comme en témoigne un autre théoréme de Kuznetsova [26], le choix de se restreindre aux
pondérations -z € ¢1(G) se révéle avantageux :
Théoréme 4.11. Soit G un groupe abélien discret dénombrable. Les énoncés suivants sont

équivalents :

L1
(i) L et(o);
(ii) l2(G,w) C £1(G) et cette inclusion est continue.

Démonstration.

e IMPLICATION (i) = (ii). Etant donné f € f3(G,w), il résulte de l'inégalité de Cauchy—

Schwarz que
? 1 1
2 2
IF1IE = (Z}f(:::)\) < (Z 2) (Z w(@)?[f(z)] ) = (Z 2> 11l < oo
z€G zeG w(:n) z€G zeG w(l‘)
e IMPLICATION (ii) = (i). Soit g1, g2, ... une énumération des éléments de G. Par hypotheése,

il existe M > 0 tel que pour tout f € l5(G,w) on a :

Ifllr < M flw-

Pour tout entier n > 1, on a

n

1
Z w(z;)2 -

i=1

n

1
L e

i=1

1

IN

M

w

1
R
;w(xi)Q
= M zn:w(xi)Q L
pat w(z;)
n . 1/2
- M -
()

Ainsi, en divisant puis en élevant au carré, on trouve que

2

2> 1/2

n

1
)P VE) (n>1).
w

= wl@i)?

Enfin, en laissant n tendre vers 'infini on trouve que

&l = 3 o < M2 a

zeG
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4.6 De lI'importance d’adopter de nouvelles approches

Considérons le groupe Z et la pondération w(n) := rl"l, ot r > 1. Remarquons que

— w EST SOUS-MULTIPLICATIVE.

1
— —5 APPARTIENT A /1(G).
w

1 1 r?+1
Zw(n)2 - Zr2|n| = 21 <>

nel ne”Z

— w N’EST PAS FAIBLEMENT SOUS-CONVOLUTIVE. Pour tout entier n > 0 on a

2 ( _
— w N’EST PAS POLYNOMIALE AU SENS DE PYTLIK. Pour tout M > 0 il existe n € N tel
que ™ > 2M. Ainsi

w?2n) = " > 2Mr" = M("+1") = M(w(n) +wn)).

En somme, cette pondération vérifie les conditions nécessaires 4.4 et 4.5 mais elle viole la
condition suffisante 1.9. Enfin, elle ne satisfait pas a la condition du théoréme 4.8 sous laquelle
il y a concordance entre les indices de x-stabilité et de sous-convolutivité. C’est donc dire
que la technologie présentée jusqu’ici ne permet pas de statuer sur la finitude de l'indice de

x-stabilité du groupe pondéré (Z,w).

Cet exemple, d’une simplicitié désarmante, souligne le besoin criant de développer de nouvelles
facons d’estimer l'indice de *-stabilité des groupes pondérés®. C’est d’ailleurs ce a quoi nous

nous emploierons dans ce qui suit.

1. Notons néanmoins qu’il est possible de montrer, en adoptant une approche ad hoc plutét laborieuse,
que l'indice de #-stabilité du groupe Z muni la pondération w(n) := 7™l est infini. On peut par exemple
[k Il =

m
considérer les fonctions f,, = > ﬁdk pour m € N et vérifier que || fm||s = m + 1 tandis que ||fm * fm |2, =

§m3+2m2—|— gm—l—l.
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Premiére partie

Une approche basée sur la théorie des
espaces de Hilbert a noyau

reproduisant
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Chapitre 5

Espaces de Hilbert a noyau
reproduisant et algébres de

convolution

5.1 Définitions

Etant donné un ensemble arbitraire X, on désigne I'ensemble des fonctions complexes sur X
par F(X). Cet ensemble est, de toute évidence, un espace vectoriel par rapport aux opérations

d’addition et de multiplication par un scalaire définies ponctuellement :
(f+9)() = f(z)+g(2),
(Af)(@) == A~ fla).
Définition 5.1. On appelle espace de Hilbert ¢ noyau reproduisant tout sous-espace vectoriel
H C F(X) satisfaisant aux conditions suivantes :
(i) H est muni d’un produit scalaire (-, -)% lui conférant une structure d’espace de Hilbert ;

(ii) Quel que soit x € X, la fonctionnelle linéaire d’évaluation ev, : H — C définie par

evy(f) := f(x) est continue.

D’aprés le théoréme de représentation de Fréchet—Riesz G.2, a la fonctionnelle linéaire continue

ev, est associé un unique élément k, € H jouissant de la propriété suivante :

f(@) = eva(f) = (f ka), (f €H).

Il importe de ne pas perdre de vue que H est un espace de fonctions. C’est donc dire que

I’élément k, est une fonction complexe définie sur X.

Définition 5.2. On nomme noyau reproduisant pour [’espace de Hilbert H la fonction

I : X x X — C définie comme suit :

K(z,y) = ky(x).
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Remarque.

(i) Notons que 'unicité de I’élément k, € H associé & la fonctionnelle linéaire d’évaluation
evy, qui est assurée par le théoréme de représentation de Fréchet—Riesz, implique que le

noyau reproduisant pour l’espace de Hilbert H est entiérement déterminé par H.

(ii) Quels que soient xz,y € X, on a
K(z,y) = ky(xz) = evy(ky) = (ky, kg).

Il en découle que le noyau reproduisant pour ’espace de Hilbert H est conjugué-symétrique.
En effet

IC(.CC,y) = <ky7k$> = <kxaky> = /C(y,x), ($ay€X)'

5.2 Reésultats préalables

Avant d’aborder directement le sujet principal du présent chapitre, commencgons par développer
les rudiments de la théorie des espaces de Hilbert & noyau reproduisant afin de pouvoir énoncer

et démontrer les résultats qui interviendront plus tard.

Définition 5.3. Une matrice auto-adjointe M de dimension nxn est dite semi-définie positive

si, pour toute matrice colonne x & n éléments, on a
2T Max > 0,
0T dési 1 i j ¢e d
ol x~ désigne la matrice transconjuguée de =x.

Définition 5.4. Etant donné deux matrices A et B de dimension m x n, le produit matriciel
de Hadamard de A et B, noté Ao B, est la matrice de méme dimension et dont le (7, j)-iéme

élément est le produit du (4, j)-iéme élément de A avec le (i, j)-iéme élément de B.

Le résultat suivant, énoncé et démontré par Issai Schur, porte le nom de théoréme du produit
de Schur.

Lemme 5.1. Le produit de Hadamard de deur matrices semi-définies positives de dimension
n X n est une matrice semi-définie positive de méme dimension.

Démonstration. Voir le théoréme VII de [47]. O

Définition 5.5. Soit X un ensemble. Une fonction F : X x X — C est dite semi-définie
positive si, pour tout entier n > 1 et tout choix de z1, ..., z, € X, la matrice (F(:L',L, ‘Tj))z'j est

semi-définie positive.

Notation. Soit X un ensemble ainsi que F' et G deux fonctions complexes sur X x X. Nous

écrirons :
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= 0 pour signifier que la fonction F' est semi-définie positive ;

(i)

(ii)
Proposition 5.2. Soit X un ensemble et soit encore F et G deux fonctions complexes sur
XxX. S5 F=0etG =0 alors :

(i) (F+G)»0;

(i) FG = 0.

F =
F < G pour indiquer que la fonction G — F' est semi-définie positive.

Démonstration.

(i) Cela découle directement du fait que pour toutes matrices A et B de dimension n X n
et toute matrice colonne x & n éléments on a :
2V (A+ B)x = 2V Az + 2" Ba.
(ii) Etant donné un entier n > 1 et des éléments 1, ...,x, € X, on a

(FG(.TZ, xj))iyj = (F(LL““ xj))i,j @) (G(xl, xj))i,j'
Le théoréme du produit de Schur 5.1 implique alors que la matrice (F G(a:i,:cj))ij est

semi-définie positive et on conclut que F'G = 0. O

Lemme 5.3. Soit H un espace de Hilbert a noyau reproduisant sur X de noyau K et soit

f: X — C une fonction. Les énoncés suivants sont équivalents :

(1) feHet|fllu<C;

(ii) f(2)f(y) < C*K(z,y).

Démonstration. Voir le théoréme 3.11 de [32]. O

Définition 5.6. Etant donné # un espace de Hilbert & noyau reproduisant, on appelle mul-

tiplicateur de H toute fonction g : X — C satisfaisant

9f €H, (f eH).
De fagon manifeste, ’ensemble de tous les multiplicateurs de H, noté Mult(#), forme une
algébre.

Lemme 5.4. Etant donné H un espace de Hilbert a noyau reproduisant ainsi qu’un élément

g € Mult(H), Uapplication linéaire My : H — H définie par My(f) := gf est continue.

Démonstration. Nous allons montrer, & ’aide du théoréme du graphe fermé, que 'application

M, est continue. Pour ce faire, considérons une suite de {f,,}72; d’éléments de H satisfaisant
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fn —— [ ainsi que My(f,) —— h pour un certain élément h € H. Notons que, quel que
n—o0 n—oo

soit x € X, on a

(9)(@) = lim (gfa)(x) = lim My(fo)(x) = ha).
Ainsi gf = h et il s’ensuit que M, est continue comme voulu. O

Le lemme qui suit propose une caractérisation des multiplicateurs.

Lemme 5.5. Soit H un espace de Hilbert a noyau reproduisant sur X de noyau KC et soit

g : X — C une fonction. Les énoncés suivants sont équivalents :
(i) g € Mult(H) et |9l pruir) < C';
(ii) K(z,y)g(x)g(y) < K(z,y).

Démonstration. Voir le théoréme 5.21 de [32]. O

En principe, la question quant a savoir si un espace de Hilbert a noyau reproduisant forme une
algébre est entiérement déterminée par son noyau. Mais, en pratique, identifier des conditions
nécessaires et suffisantes auxquelles le noyau doit satisfaire demeure un probléme redoutable.
Nous détenons cependant tous les outils requis afin de démontrer le théoréme suivant qui

contient une condition suffisante relativement simple :

Théoréme 5.6. Soit H un espace de Hilbert a noyau reproduisant et soit K son noyau.

Supposons qu’il existe une constante C > 0 telle que
K? < C*K. (5.1)
Alors H est une algébre et

1f9lln < Cllfllallgliz, (f,9 € H).

Démonstration. Soien f et g des éléments de H satisfaisant ||f|ln < 1 et [|g|[% < 1. Il découle

du lemme 5.3 que
9(2)g(y) < K(z,y). (5.2)

Par la proposition 5.2(ii), le fait que K = 0 implique qu’on peut multiplier tous les termes de
Péquation (5.2) par K et utilisé I'hypothése (5.1) afin d’obtenir

K(z,y)9(x)g(y) < K*(z,y) < C*K(z,y).

Enfin, selon le lemme 5.5, cela implique que g € Mult(H) et ||g|[auie)y < C. 11 s’ensuit que
fg € H et que || fg|ly < C comme désiré. O
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5.3 Lien avec la sous-convolutivité au sens faible

Rappelons que pour tout groupe abélien discret G, 'espace ¢1(G) est une algébre de Banach
par rapport au produit de convolution. Or, le théoréme F.1 stipule que I'espace des caractéres
sur /1(G) est isomorphe au groupe dual G. Ainsi, il découle de la discussion présentée aux
annexes E et F' que G est un ensemble faiblement-x compact et que la transformation de
Fourier-Gel’fand f - f est une injection de ¢1(G) dans C(G), espace des fonctions continues
sur G. L’image de ¢,(@) par cette transformation — que nous noterons EZ(G) — est une algebre
isométriquement isomorphe a ¢1(G). Seulement, alors que le produit sur l’espace d’origine est

la convolution, c¢’est la multiplication ponctuelle qui constitue le produit sur ’espace d’arrivée.

Sous I'hypothése que 1/w? € ¢1(G), le théoréme 4.11 implique que fo(G,w) C ¢1(G). Par
conséquent, on peut associer I'espace /o(G,w) a son image par la transformation de Fourier—
Gel’fand sur /1 (G). Cette image, que nous désignerons par KAQ(G ,w), est un espace de fonction-
nelles linéaires sur G héritant — grace a son association avec f3(G, w) — d’une structure d’espace
de Hilbert. Conséquemment, 1’espace ZAQ(G, w) est un espace de Hilbert & noyau reproduisant

sur G. Procédons maintenant au calcul de son noyau :

Théoréme 5.7. Soit (G,w) un groupe pondéré avec 1/w? € (1(G). Le noyau reproduisant

pour l’espace de Hilbert E;(G, w) est donné par

K(g,v) = > W (6,0 € G).

2
zeG w l’)

Démonstration. Posons

pe@).

—

ky(6) = K(9,9),

Alors ky, € é\Q(G ,w) et, en développant cet élément par rapport a la base hilbertienne {w‘%; ) } G
FAS

de E/;(G,w), on obtient :

oo \ <y b
e Z<k¢’ w<x>> w2 et hgy

zelG zelG
Or
(ky 5;>w = (65, ky) = Sa(¥) = (@)
Ainsi R
K@) = kolé) = 3 (ko £), =0 = Y0020, 0
zeG z€G

Ayant identifié au théoréme 5.6 une condition garantissant qu'un espace de Hilbert & noyau
reproduisant générique est une algébre, il convient maintenant d’analyser ce que nous sommes
en mesure de tirer de ce théoréme dans le cas particulier ol 'espace de Hilbert & noyau repro-

duisant est EAQ(G, w) muni du produit ponctuel et oi la pondération w satisfait 1/w? € £1(G).
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Pour ce faire, nous aurons besoin d’un dernier résultat préalable, & savoir le cas particulier

suivant du théoréme de Bochner :

Lemme 5.8. Etant donné f € (1(G), définissons F : G x G — C par

F(p,0) = > f(a)o(x)p(x), (6,0 € G).

zeG

Alors F = 0 si et seulement si f(x) > 0 pour tout z € G.
Démonstration. Voir le théoréme 2 de [43]. O

D’apres le théoréme 5.7, on a
1 .
K@) = 3 wrpd@v@. (5:3)

zeG

En effectuant un calcul, on vérifie directement que

On tire des équations (5.3) et (5.4) la chaine d’équivalences suivante :
K2(0.0) < C?K(e,9)

= X (g n) @0@i@ < X

zeG

, 1 1 C?
w(m)Q 2
— — < C¥, (x € G)
y% w(y)?w(y='e)?
—  (G,w)? < C%

Cela signifie qu’en appliquant le théoréme 5.6 & I’espace de Hilbert @(G,w) on obtient le

résultat suivant :

Corollaire 5.9. Soit (G, w) un groupe discret pondéré o 1/w? € £1(G). Supposons qu’il existe
une constante C > 0 vérifiant Co(G,w) < C. Alors ZQ(G, w) est stable par rapport au produit

de convolution et

I1f % gllw < Clfllwllglh, (f.9 € &(Gw)).

Autrement dit, nous avons obtenu une preuve alternative (considérablement plus compliquée!)

du théoréeme 1.9 dans le cas particulier ot G est un groupe discret et p = 2.
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Deuxiéme partie

Une approche fondée sur la théorie des

opérateurs
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Chapitre 6

Caractérisation de C'(G,w) et Cy(G, w)

en termes de norme d’un d’opérateur

Dans ce chapitre, différents types d’espaces vectoriels d’opérateurs sur ¢5(G) interviendront
dans la discussion. Dans un souci d’alléger la notation, nous poserons H := ¢5(G) et, pour des

raisons de cohérence,

1/2
1F o= N fll2 = (me)F) .

zeG
Etant donné = € G, nous avons défini en introduction la fonction d, : G — C comme suit :

1, siy =z,
0, siy # x.

On conviendra sans difficulté que le systéme orthonormé de vecteurs {(5m e } forme une
base hilbertienne de H.

Toujours & des fins de concision, nous écrirons :
— Hp pour désigner Vect{&x el }, le sous-espace dense de ‘H formé des combinaisons
linéaires finies d’éléments de {533 e } ;
— L(Hp) pour dénoter I'espace vectoriel de toutes les applications linéaires de H( vers
lui-méme ;
— PB(Ho) pour référer au sous-espace de L(Hp) composé des seules applications linéaires

sur Hp qui sont continues par rapport a la norme || - ||5.
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6.1 Caractérisation de C(G,w)

N

Rappelons qu’en vertu du théoréme 4.2, 'espace ¢o(G,w) est isomorphe a une algebre de

convolution si et seulement si I'indice de *-stabilité qui suit est fini :

C(Gw) = s {|f+gll,,+ 1fllw <1, gl <1}

Dans cette section, nous verrons comment l'indice de *-stabilité d’un groupe pondéré peut
étre exprimé comme la norme d’un certain opérateur. Cette caractérisation sera exploitée

ultérieurement pour en tirer des estimations concrétes de C(G, w).

Définition 6.1. Etant donné y, z € G, notons par &, ® &, € B(H) Popérateur défini comme
suit :
(6,9 6.)(h) = {h62)by = h(2)5,, (he ).

Il convient de souligner que d, ® d, est un opérateur de rang un. Cela signifie que, par rapport
a la base orthonormale {596 rrxed }, cette application linéaire peut étre assimilée a une
« matrice infinie » dont toutes les composantes sont nulles a I’exception de la (y, z)-iéme qui,
elle, vaut 1.
Définition 6.2. Soit Ty, : Ho — L(Ho) 'application définie par
w(yz)
Tu(h) = > ) h(yz)(()w((ay ®6.), (h € Ho).

w z
yeG zeG y )

Afin de pouvoir faire ressortir le lien qui unit ’application T}, et I'indice de *-stabilité, il nous

faudra invoquer le lemme suivant :

Lemme 6.1. Les énoncés suivants sont équivalents :
(i) l2(G,w) est x-stable et C(G,w) < C;
(ii) Hf * gHw < Clfllwllgllw pour tout f,g € Ho.

Démonstration.

e IMPLICATION (i) = (ii). Notons d’abord que

l5(G,w) est *-stable et C(G,w) < C

& |7 #all, < gl (f.9 € (G w))
= |fxall, <ClSlwlglv, (f,9 € Ho).

e IMPLICATION (ii) = (i). Soient f, g € ¢2(G, w) et soit z1, 22, ... une énumération des éléments
appartenant a supp(f) Usupp(g). Définissons f,, g, : G — C comme suit :

f(zi), sii<n, g(z), sii<n,
fn(zi) = ‘ et gn(zi) == ’
0, sinon; 0, sinon.
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Ainsi, quel que soit n € N, les fonctions f,, g, sont ont un support fini et satisfont

[fallw < [Ifllw et llgnllw < [lglw-
Notons d’une part que, puisque

(f = f) W) = g)y )], |(f = ) Wanly @), et [fuly)(g — ga)(y~ ")

sont dominées, en tant que fonctions de y, par ’ f)gly=te ‘ Or, sous les hypothéses qui

sont les notres, le lemme 4.1 implique que ) ‘ f(y)gly™ m)‘ converge quel que soit z € G
yeG
fixé, car un argument similaire & celui utilisé dans la preuve du théoréme 4.4 permet de

voir que v, = ingw( y)w(y tz) > % > 0. Le théoréeme de convergence dominée et la
ye

continuité de la norme impliquent alors que

lim H f—fa) * (g_gn)Hw = nh_{goH(f_fn)*gnHw = nli_{gonn*(g_gn)Hw = 0.

n—o0

D’autre part, comme f, et g, sont deux fonctions de support fini, on a que

[ fo % gnll, < Cllfallollgnlle < Cllflwllgllw
et il s’ensuit que
17+ gll,,
= (= fatF)*x(g—ga+90)|,
(f = Fa) % (g =9n) + (f = fu) % gn+ fox (9= gn) + faxgn|
(f = fn)
(f = fn)

< |

5 (9= gn) ||, + [ = fu) * gl + [ % (9 = gn) |, + [ fo * gnll,
< N =Fa)x (g =gn)ll, + I = Fa) * gall,, + [0 % (9= g0)||,, + Cll fullwllgnllw
< =) g=gn)ll, + II(F = fa) % gnlly, + [ o * (9 = g0)]],, + ClF lwllgll
—= Clfllwlglle-
Cela achéve la démonstration du résultat annoncé. O

Théoréme 6.2. L’indice de x-stabilité d’un groupe abélien discret pondéré est fini si et seule-

ment si T, est une application linéaire continue de Ho dans B(Hp), auquel cas

C(Gw) = ||Tw: Ho — B(Ho)||.

Démonstration. Commengons par observer que

T, est une application linéaire bornée de Hg dans Z(Ho)

vérifiant HTw : Ho — %’(HO)H <C

= Tl ppsy < Clibln, (h € Ho)
= [Tl < Cllwlrli (9. € Ho)
= [(T®gl, Ty| < ClFhllglheliblle (f,9.h € Ho)
= [(Tu@hlwg, wF)y| < Clfllulglolbl (f,9.h € Ho).
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ot l'implication (=) de l'avant-derniére équivalence provient d’une application de I'inégalité

de Cauchy—Schwarz.

Etant donné f, g, h € Hop, on a

T, (h)lg] = Zzh@z);‘;(f’”wymz)m

JEG 2€C w(y)w(z)

= Y b)Y 5, @4.)

seiiee eWw) e
_ w(yt)
- %%g(t)h(yt)w(y)w(t)éw

de sorte que

(Tulel . 7), = 33 fotontyn

Gl w(y)w(t)
_ “1\h(z w(z)

Substituons maintenant w f, wg et wh a f, g et h respectivement afin d’obtenir :

(Totwh)whl,wf) = 303" fWely™ o)h(z)w(@)’

yeG xeG

= Y w@)? (Y fwgly ') | h(x)

zelG yeG

= (fra.F),

En assemblant le tout, on déduit que
T, est une application linéaire bornée de Hy dans Z(Hy)
vérifiant HTw tHo — 93(7‘[0)“ <C
= [(Fram),| < Clflulglolhl, (f:9:h € Ho)

= |f*ql, = Clflullglw, (f,9 € Ho)

& l5(G,w) est x-stable et C'(G,w) < C,

ot 'implication (<) de I'avant-derniére équivalence provient, encore une fois, d’une application

de l'inégalité de Cauchy—Schwarz. O

En examinant attentivement la démonstration du théoréme 6.2, on remarque que — sous les
mémes hypothéses et en prenant toujours h € Hy mais en laissant f, g parcourir H plutét que

simplement Ho — l'application linéaire T3,(h) appartient également & Z(H).
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Comme Hg est un sous-ensemble dense de H, on peut ensuite appliquer le théoréme B.1
pour prolonger T, sur l'espace H tout entier. L’application Tw : H — Z(H) ainsi obtenue
est de méme norme que 'application linéaire initiale T, : Ho — ZB(Ho). Consignons cette

observation dans une proposition afin de pouvoir y référer plus explicitement par la suite :

Proposition 6.3. Si l'application linéaire Ty, : Ho — B(Ho) est continue, alors il existe une

unique application linéaire continue Tw:H— PB(H) qui prolonge Ty,, au sens ol
Ty | Ho = T,
et

|Tw: " — BH)| = ||Tw: Ho — B(Ho)]|.

6.2 Caractérisation de Cy(G,w) au moyen de la norme de
Hilbert—Schmidt

On se souviendra que, par le théoréme 1.9,
C(G,w) < Cy(G,w),
pour tout groupe abélien discret pondéré, out

w(x)?
(y)?w(y=tx)?

2. _
Cy(G,w)* := sup Zw

zeG yed

Ayant caractérisé 'indice de *-stabilité C'(G,w) en termes de la norme d’opérateur de 'appli-
cation va : H — %B(H), nous nous emploierons & obtenir une caractérisation pour I'indice de
sous-convolutivité Co(G, w) en termes d’un autre type de norme. Ce faisant, nous obtiendrons
une preuve alternative et inédite du théoréme 1.9 dans le cas particulier ott G est un groupe

abélien discret et p = 2.

Notation. Nous écrirons .%,(H) pour référer a la classe des opérateurs de Hilbert—Schmidt sur

H.

Théoréme 6.4. L’indice de sous-convolutivité d’un groupe abélien discret pondéré est fini si

et seulement si Ty, est une application linéaire continue de H dans (M), auquel cas

Co(Gyw) = [|Tw: H — F(H)|.
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Démonstration. Notons que

|Tw: H — A(H)|| < C

= [Tu®| 40 < Clhln, (h e H)

é HTw HyQ(H) < CHhH?b (h S 7'[())

— > 2 hiy?) w(y) w() 7 (0 @92) <Ol (b€ Ho)

yeG zeG S(3)

G.16 w(yz)? ) 2 )

S XY el m < C?||h}, (h € Ho)
yeG zeG

— e \Z <022\h (h € Ho)
zeG yEG zeG
2wyl a7 =

<~ Cy(G,w) < C.

O

Corollaire 6.5. Pour tout groupe abélien discret pondéré (G,w), on a C(G,w) < Ca(G,w).

Démonstration. On a
C(Grw) & [T - Ho — BHo)|| % | T - H — BR)|| S ||T - H — A2 & Co(Gw)

O

Le corollaire 6.5 n’est qu’une reformulation d’un cas particulier du théoréme 1.9. Cependant, la
preuve produite ci-dessus est inédite et elle différe d’une maniére appréciable de celle présentée
au chapitre 1 de méme que de celle présentée au chapitre 5. Ajoutons qu’une inégalité dans la
direction opposée dans le cas particulier ou G est un groupe d’ordre fini découle du théoréme

6.4, comme ’exprime le théoréme suivant :

Corollaire 6.6. Etant donné (G,w) un groupe abélien discret pondéré d’ordre fini, on a
Cs(G,w) < |GIV2C(G,w).

Démonstration. Cela découle de V'effet combiné des théorémes 6.2 et 6.4 et de la proposition

G.15. En effet, sous I'hypothése voulant que dim(H) < oo, on a

[ - y <Vl - llzm)- O

Nous verrons plus loin (voir la remarque suivant le théoréme 7.3) que 'inégalité du corollaire
6.6 est relativement précise au sens o plus l'ordre de G est grand, plus la constante |G ]1/ 2

frole 'optimalité.
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6.3 Estimation de C(G,w) au moyen des normes de Schatten

Bien qu’on puisse associer I'indice de *-stabilité C(G, w) a la norme HTw : Ho — B(Ho) ||,
ne garantit en rien qu’obtenir une valeur numeérique pour C (G, w) soit aisé. Bien au contraire,

le calcul de la norme HTw Ho — B (HO)H se révele en général fort difficile.

Il serait avantageux de disposer d’une estimation pour C(G,w) qui serait & la fois inférieure
a wa : H — S(H)|| et plus simple & calculer que HTw : Ho — PB(Ho)||. Les espaces de

Schatten .,(H) avec p > 2 constituent une piste prometteuse, car :

S(H) C Sp(H) S B(H), (p>2)
et
I Nza < - lleay < I lam (p > 2).

Définition 6.3. Etant donné un groupe abélien discret pondéré (G,w) et un indice p > 2, on

pose

Cp(G,w) = HTw H — YP(H)H
Soulignons que cette définition justifie a posteriori notre choix d’ajouter un « 2 » en indice
dans la notation introduite au chapitre 4 pour désigner 'indice de sous-convolutivité de (G, w).

De toutes les normes de Schatten avec p > 2, c’est celle pour p = 4 qui semble offrir les

meilleures perspectives de fournir une estimation relativement simple et pratique.

Théoréme 6.7. Quel que soit le groupe abélien discret pondéré (G,w) on a

04(G’u))8 < C4(G ’LU = Supzz (Z ( giﬁ({)iggiii:?wa;ZlZS)Z) ’

S€C LeGyeG \2eG

Démonstration. Etant donné h € Hy, on vérifie sans difficulté que I'opérateur adjoint de

=D D hiya)- )<5y ®6.) € B(Ho)

yeG zeG
est
ZZh yz) yw() )(5y®5z) € B(Ho).
yeG zeG
On a donc
Ty (h)*Tw(h) = ZWMQ ® 5,) ZZh(uv)M(a ® 6)
wl) MO (g 00 T 2 2y O

(peGq G
=2 (th(qv)w (0, ® 8,).
peGveG \qeG
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Ainsi, en vertu du théoréme G.16, on a

ITu®) 500 = T T 00
= > | Tw(h) Tu(m) 6,5,
reG

= X | Alatar)

reG peG |qeG

= XXX S Wbl ) e

reG peCG qeqG jeG w(Q) w(])
_ e W—Tuh) w(x)w(y)w(t)w(z yt)
- :%;yze;tez;h( PR (z;? w(P)2w(P1x)2w(P1t)2w(p$ly)2) |

Par I'inégalité de Cauchy—Schwarz, on obtient :

T, 30,

(zzzmmwwwm(

reGyeGteG

2
w(z)w(y)w(t)w(z yt)
2 w(p)2w(p1w)2w(p1t)2w(pw1y)2) )

peG
2
w(w(y)wt)w(z 1yt
- (gl y) )2)>

1.)2 14)2
v w(p~lz)?wp~='t)wpz—ly

IN

( 3 h(x)h(y)h(t>2>( > h(mlyw?(
(

(z,y,t)eG3 zy,t) €G3

2
w(z)w(y)wt)w(z tyt
Zw(p)2 (z (y) ()_( y)—l )2)

1.)2 14)2
v w(p~lz)?w(p=t)wpz—ly

2
w(z)w(y)w(y 'zs)w(s)
2 w(p)2w(p1:r)2w(p1y1368)2w(p:v1y)2>

KEDISISCR] (

reGyeGteG

18133~ D" > [as)? (

z€G yelG seG peG
2
w(s)w(x)w(y)w(y ' ws)
= [|1n13 h(s —
Hé‘ ‘ %y; ; 1) 2w(2)2w(y1zs)2w(z1y)2
2
w(s)w(x)w(y)w(y zs)
< ||h|%; sup .
Hs %; ; L) 2w(z—1y)2w(2)2w(y—12s)?
Cela achéve la démonstration du résultat annoncé. O

Tout comme le théoréme 6.4, le théoréme 6.7 permet d’obtenir une borne supérieure pour

C(G,w). Il s’agit cette fois d'une estimation inédite.

Corollaire 6.8. Pour tout groupe abélien discret pondéré (G,w), on a C(G,w) < 54(G,w).

Démonstration. On dispose de la chaine suivante :

C(Gyw) E || Ty : Ho — B(Ho)|| E || T - H — B(H H HT %%ﬂ(ﬂ)\\gdk(a,w).
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O

Remarque. Comme la formule 54(G,w) nous fournit une borne supérieure pour Cy(G,w) et

non une valeur exacte, nous sommes dans 'impossibilité de conclure directement que
Cu(G,w) < Co(G,w). (6.1)

Nous verrons cependant que pour de nombreux groupes pondérés on a bel et bien la chaine

d’inégalité suivante
C(va) < 04(G7w) < 5’4(G,U]) < CQ(va)7

comme souhaité. Il existe toutefois des exemples! pour lesquels I'inégalité (6.1) n’est pas

vérifiée.

6.4 Bornes inférieures pour C(G, w), Co(G, w) et Cy(G,w)

Bien que nous soyons principalement intéressés par 1’obtention de bornes supérieures pour
C(G,w) et C4(G,w), il est également avantageux de disposer de bornes inférieures pour ces
mémes indices, ne serait-ce que pour pouvoir plus aisément anticiper les voies sans issues dans

notre recherche d’une pondération dont 'indice de *-stabilité est fini.

La proposition suivante contient des bornes inférieures trés indulgentes et néanmoins utiles

pour chacun des indices C(G, w), Co(G,w) et Cy(G,w).

Proposition 6.9. Soit G un groupe abélien discret d’ordre au moins 2 et soit w une pondé-

ration sur G. On a

(i) C(G,w) > 23 .

w(e) ’

(i) Co(G,w) > Y2 ;

w(e) ’

(iii) Si G est d’ordre au moins n alors C4(G,w) >

<

w(e)

Démonstration.

(i) Fixons xg € G'\{e} et posons t := w(xg). Etant donné a > 0, définissons une fonction

f G — C de la fagon suivante :

1, six =e,
f(x):= qa, si x = x,
0, sinon.

Ainsi || f]|2, = w(e)? + a?t?. On vérifie aisément que

(f * f)(x0) = 2a

1. A ce propos, voir la proposition 7.2.
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1, i ,
(f*f)e) = sieo o Fe,

1+ a?, si xg + xg = e.

Ainsi || f in} > w(e)? + 4at2. 11 s’ensuit que

2 L 40242
C(G,w)? > sup wle)” + dat 5
a>0 (w(e)? + a*t?)

Les techniques usuelles du calcul différentiel permettent de voir que ce supremum est

atteint lorsque a = ;U\(/%), auquel cas

4
C(G,w)? > 3o
(ii) Fixons zp € G\{e}. On a alors
e w(zo)? w(z0)? 2
ColGw)” = w(e)2w(exp)? * w(zo)?w(e)2  w(e)?’

(iii) En se limitant a considérer les termes pour lesquels s = y = z = e, on voit que

Ci(Gu)® > Z(“W)Q > .

zeG

La proposition 6.9 est porteuses de nouvelles désagréables : le théoréme 6.7 ne représente pas
le point d’orgue espéré, car I’estimation C~'4(G, w) se révéle inutile pour tout groupe G d’ordre
infini puisque 54(G,w) = oo. Ayant cela a I'esprit, on voit mal comment 5’4(G, w) pourrait
étre d’une quelconque utilité dans I'étude de la *-stabilité de f5(Z,w). Cela ne signifie pas
pour autant que l'estimation 5’4(G, w) soit absolument sans intérét puisqu’il demeure une

borne supérieure pertinente et pratique lorsque G est un groupe fini.
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Chapitre 7

Application aux groupes finis

Bien que notre préoccupation principale réside dans 1’étude des groupes abéliens infinis, et
plus spécifiquement dans celle du groupe G := Z, les caractérisations obtenues au chapitre

précédent s’appliquent également au cas ot G est un groupe fini.

A T'évidence, les groupes abéliens finis ne permettent pas de résoudre directement le pro-
bléme principal puisque — indépendamment du choix de la pondération — Iespace lo(G,w)
est toujours s-stable et les indices C(G,w), Co(G, w), C4(G, w) sont toujours finis. Dans ce
chapitre, notre intérét dominant sera de calculer ces différents indices et de comparer ceux-ci.
Nous verrons ultérieurement qu’une meilleure compréhension des indices de x-stabilité et de
sous-convolutivité des groupes finis pondérés n’est pas une perte de temps et peut étre mise a

profit.

7.1 Cas du groupe G =Z, = {0,1}

Le premier exemple sur lequel nous porterons notre attention est celui de G = Zg = {0,1}. Ce
groupe est suffisamment simple pour faire en sorte qu’il soit possible d’obtenir une description
exhaustive de C(Z2,w), Ca(Za,w) et 54(22, w) par des techniques analytiques élémentaires

comme en témoigne le théoréme qui suit.

Théoréme 7.1. Considérons la pondération w : Zy — (0,00) définie par w(0) = 1 et
w(l):=t>0. Ona

1 . 1
=, s10<t < ==,
(1) C(Za,w) = o : 1 v
, sttt > —=.
V3% V2
1+ 4, si0<t<1,

V2, sit>1.
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B+t de)”

(645 +2)"°, sit>1.

~ , st0<t <1,
(111) Cy(Za,w) =

Démonstration.

(i) Nous aurons recours a la caractérisation obtenue au théoréme 6.2 afin de calculer C(Zz, w) :

bl =1}

Par la fagon dont 'application T, est définie, 'inégalité suivante est vérifiée pour tout
heH:

C(Za,w) = sup {HTw(h

|17 (h) < |7

On peut donc, dans ce qui suit, supposer sans perte de generalité que h est une fonction
positive. Or, un élément h € H positif et unitaire générique est de la forme
h = (cos(f),sin(f)), ou 6 € [0, F]. Pour un tel h, on vérifie que :

_ [cos(8)  sin(9)
Tw(h) = (Sm(e) 008(9)/752)'

Cette matrice étant auto-adjointe/hermitienne, sa norme d’opérateur est donnée par sa

plus grande valeur propre, a savoir la plus grande racine du polynéme caractéristique

X2 — cos(6) <1 + t12> X+ (COS;(H) - sin2(9)> = 0.

Posons ¢ := cos(f) et u:= 1+ t% L’équation qui précéde peut se reformuler comme suit :

suivant :

X?—cuX + (Cu—1) = 0.

La plus grande racine de cette équation quadratique est :

cu—i—\/ 4u02—|-4
2

L’indice de *-stabilité de (Zga, w) s’obtient donc en maximisant cette équation en consi-
dérant tous les h positifs et unitaires, c’est-a-dire en considérant le supremum sur tous
les 6 € [0, g] ou, de fagon équivalente, sur tous les ¢ € [0,1]. On vérifie, au moyen de
techniques d’optimisation élémentaire issues du calcul différentiel, que :

2 .
sup cu—i-\/ —4u)c? + 4 _ A= sil<u<3,
c€[0,1] 2 u—1, siu > 3,
ce qui revient & dire que
=, 510 <t< 5,
C(Za,w) = 2 Git> L
3— L1’ — V2
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(ii) Par un calcul direct, on trouve que

2 1
Cy(Zo,w)? = max ;u(:v) 5 = max{l+ -, 2%,
wele w(y)?w(z —y) t

(iii) Une fois de plus, on procéde au calcul directement a partir de la définition afin d’obtenir :

2

Ci(Za,w)® = max 3 : w(s)w(@)w(y)w(s + = — y) :

— 2 2 2 —
sely 4ot \ iz w(z 2)2w(y — z)?w(z)?w(s + z — y)

B § 4 1 § 2

O

Notons que le fait de poser w(0) = 1 ne joue qu'un réle négligeable dans la démonstration

du théoréme 7.1. On aurait trés bien pu laisser w(0) prendre n’importe quelle autre valeur

strictement positive et poser plutot ¢ := %. Cela aurait eu pour effet d’altérer la valeur de

C(Za,w), Co(Ze,w) et 54(Z2, w) d’un facteur ﬁ. Or, puisque la valeur exacte de ces indices

C(Zaw)  C(Zaw) Cy(Za,w)
Cy (Zz,w) ’ 04(22,11}) Co (Z27w)
ou I'absence du facteur ﬁ est transparent.

nous indiffére et que seuls les quotients nous préoccupent, 'ajout

Le graphe ci-dessous illustre comment varient les quotients g (Zosw) o CZ2w) o fonction de

2(Z2,w) Cu(Z2,w)
w(1) 1

t:= 2 Etonnamment, le minimum local de 5 ne se situe pas directement en ¢ = = mais
w(0) Ca V2

plutot légérement a la droite de ce point, soit en t = v/3 — /6.

1.007

(.95 1

Ratilat

0.904

0.831

(.80

!

FIGURE 7.1 — Graphe de C/Cy et C/Cy par rapport a t := w(1) /w(0)
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On remarque que la courbe bleue est constamment située au-dessus de la courbe rouge. Cette
observation visuelle se traduit mathématiquement par I'inégalité ci-dessous :

C(Z27w) < C(ZQaw)

Co(Za,w) ~ Cy(Zagyw)

ou, de fagon équivalente,

04(22, U}) S CQ(ZQ, w)

On peut d’ailleurs aisément vérifier analytiquement & partir des équations obtenues au théo-

réme 7.1 que cette inégalité est stricte pour ¢ # 1 comme en fait foi la figure suivante :

1.007

0.951

0.90+

(.85

FIGURE 7.2 — Graphe de Cy/Cy par rapport a t := w(1)/w(0)

Bien que l’estimation 54(6’, w) puisse s’avérer étre une approximation utile de C(G,w), la
proposition qui suit nous invite & la prudence : il arrive que, méme pour des groupes finis trés
simples, I’estimation 64(G ,w) soit trop grossiére pour étre d'une quelconque utilité en vue des

objectifs qui sont les notres.

Proposition 7.2. Considérons le groupe G := Zs = {0, 1,2} et la pondération w : Zs — (0,00)
définie par w(0) := 1, w(l) := a et w(2) :=b. Si a et b satisfont 0 < v/2b < a® < ?, alors

C4(Z3,’LU) > CQ(Zg,w).
Démonstration. D’une part, on obtient au terme d’un calcul direct que

9 a? b? 2
CQ(Z,?,,'UJ) = Imhax 2+b74,2+g,1+w .
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. . . 2
Or, sous les hypothéses stipulées ci-dessus, on a a > b et {5 > #, de sorte que

a?

CQ(Zg, w)2 = 2+ b74

D’autre part, en ne retenant que les termes avec (s,z,y, z) := (1,1,1,2) et (1,0, 1,2) dans la

définition de 5’4(23, w), on voit que
8 o8 4
C4(Z3, 2) Z bﬁ + bﬁ — b16 (1 + )
de sorte que

64(237 2)2 Z T

v
|

IV
@‘Q
no
+ Y~/
—_
+
N
N
[E—y
S|
=) =
oo
~_
+
(@)}
N
[S—y
@‘@
Q =
oo
~_
no
7 N\
=y
|
NS
oo
~
w
N
[S—y
S|
Q =
oo
~_
N
S~
-
~
=~

a? bt
A 16a8>
_ a? 1
bt 1648
Ainsi
Zs3,2)" — Z -2
car a% < 3—12 par hypothése. O

7.2 Cas du groupe G =7, pour n > 3

Un examen attentif de la courbe % présentée a la figure 7.2 semble indiquer que cette

fonction tend vers une limite non nulle lorsqu’on laisse t tendre vers 'infini. Un simple calcul
avec les équations obtenues au théoréme 7.1 révéle que cette limite est 1/2/3 ~ 0.816. Par

conséquent, quelle que soit la pondération w : Zs — (0, 00), on a toujours
C(Za,w) \F
02 (ZQ, w) B 3 '

Le prochain résultat montre cependant que, par un choix approprié de l'ordre n et de la

pondération w, on peut faire en sorte que le ratio c (( - )) soit arbitrairement petit.

Théoréme 7.3. Etant donné un entier n > 3, on considére la pondération w : Z, — (0, 00)

définie par w(0) =w(l) = ... =wn—-2):=1etwn—1):=t>1. Ona
CTnyw) _ ((n=1)+F 12
Co(Zn,w) — (2+(n—2)t2> '
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Ce théoréme découle directement des deux lemmes qui suivent.
Lemme 7.4. Si w désigne la pondération définie dans l’énoncé du théoréeme 7.3, alors on a
Co(Zn, w) = (24 (n — 2)12) >
Démonstration. En calculant C3(Z,,w) directement, on obtient
2 2 1 2
Co(Zp,w)* = max{(n—Q)—i-ﬁ, (n—1)+t—4, 24+ (n—2)t }

En particulier, pour ¢ > 1, on a

Co(Zp,w)? = 2+ (n—2)t% O
Lemme 7.5. Si w désigne la pondération définie dans I’énoncé du théoréeme 7.8 alors on a

C(Zn,w) < ((n—1) +2)"/2.

Démonstration. Une fois de plus, nous aurons recours au théoréme 6.2 afin de calculer C(Z,,, w).
Etant donné h = (h(O), h(1), h(2), ..., h(n — 1)) un élément unitaire générique de la n-iéme
coque sphérique de rayon 1, on vérifie directement & partir de la définition 6.2 que ’application

linéaire est assimilable a la matrice suivante :

1(0) h(1) M2) ... h(n—3) h(n—2) h(n—1)
h(1) h(2) h3) ... h(n—2) hn-1t M0
h(2) h(3) h(4) -+ h(n—1)¢t  h(0) hl)
Tw(h) = : : : . : : :
hn—3) h(n—2) h(n—1)t ... h(n—6) h(n—5) M=t
hn—2) h(n—1)t  h(0) ... h(n—5) hn—4) Ho=3)
hin—1) MO A A hn8)  An2)

Remarquons que T,,(h) peut se décomposer comme Ty, (h) = DA,(h)D, ot D désigne la

matrice diagonale suivante :

o
o O
@)

—
[ s S
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et Ay (h) représente la matrice anticirculante suivante :

h(0) h(1) h(2) oo h(n=3) h(n—2) hn-1)t
h(1) h(2) h(3) ceo h(n=2) h(n—-1) h(0)
h(2) h(3) h(4) <+ h(n—=1)t h(0) h(n —1)
Aw(h) = : : : . : : :
h(n—3) h(n—2) h(n—1t ... h(n—6) h(n—>5) h(n—4)
h(n—2) h(n—1)t h(0) ... h(n=5) h(n-—4) h(3)
h(n —1)t h(0) h(1) ce. h(n—=4) h(n-=3) h(n-2)

Autrement dit, la matrice A, (h) peut s’écrire comme
Aw(h) = h(O)Po + h(l)Pl + ...+ h(n — 2)Pn,2 + th(n — 1)Pn,1,

ott Py, Py, ..., Pp—1 désignent des matrices de permutations. Commet > 1, on a que || D|| g < 1

et il s’ensuit que

IN

IZa®ll sy < 1Dlatse[BO)Fs + BAPL + .+ b= 2)Pacs + thtn = 1P| 1Dl

G
7

IN

n—2
> |h(k)| + t|h(n - 1)]
k=0

A=+

(0= 1+ )2 ]
ot (1) découle d’une application de 'inégalité de Cauchy-Schwarz. En conséquence
C(Zp,w) = ||Tw:H— BH)| < (n—1+tH)V2 -

Remarque.
(i) Pour tout entier n > 4 fixé, on déduit aisément du théoréme 7.1 que

C(Zy,w)

—_— 1
Coy(Z,, w) <

pour tout t > 1. Pour n = 3, cependant, le théoréme 7.1 n’est pas concluant, car, pour
tout ¢ > 1, la majoration obtenue au lemme 7.5 correspond exactement & la formule pour
Cy(Zs,w). Le théoréme 6.7 et Iestimation 64(23,10) viennent alors a notre rescousse.
En effet, si w : Zs — (0,00) est définie par w(0) = w(l) := 1 et w(2) :=¢ > 1 alors un

calcul explicite nous donne

28 12 5 2
8 4 2
t°+ 6~ + 5t +22+t72+t74+t76+t78

Cu(Zs, w)®
< 84+ 6t* + 5t* + 69

% + 8t° + 24t* + 32¢% 4 16

(2 +t2)*

Co(Zs, w)s.

A
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Ainsi, pour tout ¢ > 1 on a, comme voulu, que :

C(Zn,w) _ Ci(Z, w)
CQ(va'w) o CQ(vaw)

(ii) La pondération considérée au théoréme 7.1 nous donne :

. CQ(ZTHU)) _
M ez VTR

Cela permet de voir que, pour de grandes valeurs de n, 'inégalité obtenue au corollaire

6.6 est bien prés d’étre optimale.

Pour tout entier n > 4 fixé, la borne supérieure pour g(zﬂ obtenue au théoréme 7.3
Q(Znaw)
reproduit le comportement de g; ((ZZZ’TU)) qui avait été observé a la figure 8.3, au sens ou ce

ratio converge vers une limite non nulle lorsqu’on laisse ¢ tendre vers I'infini. En effet, comme
I'illustre la figure qui suit, on a

lim
t—o0

(n—1)+e\" 1
(5aiam) -

2+ (n—2)t2 n—2
Cela signifie que, quel que soit € > 0, on peut toujours choisir un entier n > 1 et unt > 1

assez grands pour que

C(Zy,,w) -
CQ(Zn, w)

FIGURE 7.3 — Graphe de la borne supérieure pour le ratio C(Zy,w)/C2(Z,,w) par

rapport a ¢t := w(n — 1) > 1 pour différentes valeurs de n
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7.3 Groupes abéliens finis quelconques

A la section précédente nous avons vu que tout groupe cyclique Z,, admet des pondérations
C(Zn,w)
Co(Zn,w)
trace la voie vers une extension a tous les groupes abéliens finis.

w pour lesquelles < 1. Le théoréme de structure des groupes abéliens finis que voici

Théoréme 7.6. Etant donné G un groupe abélien fini avec |G| > 2, il existe une unique suite

d’entiers ni,no,...,ng > 2 pour laquelle on a lisomorphisme :
G ~ Zp, X ... X Ln,,

avec la condition supplémentaire : n;y1 divise n; pour tout ¢ entre 1 et k — 1.
Démonstration. Voir la section 6.1 de [10]. O

Afin d’espérer pouvoir mettre a profit le théoréme de structure des groupes abéliens finis, il
nous faudrait trouver une fagon de définir une pondération sur produit direct de groupes pon-
dérés (G, w;), de fagon a ce que les indices de x-stabilité et de sous-convolutivité de ce produit
direct puissent étre calculés aisément a partir des indices de *-stabilité et de sous-convolutivité
des (G;, w;). Le théoréme montre qu’une telle relation est obtenue si la pondération sur le pro-

duit direct est définie de la facon la plus naturelle qui soit.
Théoréme 7.7. Soient (Gi,w1) et (G2, w2) des groupes pondérés (d’ordre fini ou infini).
Posons G := G1 x Go et définissons w : G — (0,00) par w(zy,ze) := wi(x1)wa(we). Alors
(i) Co(G,w) = Ca(G1,w1)Ca(Ga,wa) ;
(ii) Cy(G,w) = Ca(G1,w1)Cs(Ga,ws) ;
(i) C(G,w) = C(Gy,w1)C(Ga,ws).

Démonstration.

(i) Par calcul explicite on trouve que

2 _ w(z)?
Ca(G,w) sup Z

T e

x)?

w1 (%1)2102 ($2)2
wi (y1)2wa (y2)?wi (yy '21) 2w (y5 'a2)?

= sup
(z1,22)€G (y1,92)€G
’LU1($1)2 ’w2<1‘2)2

— sup —
wi(y1)?wi1(y; ' w1)? | 22eGo wa(y2)2wa (yy ' a2)?

= sup

r1€G1

y1€G1 y2€G2

= Oy(G1,w1)?Co(Ga,wa)?

(ii) La preuve est analogue a celle de la partie (i).
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(iii) Il s’agit d’'une conséquence immédiate des lemmes 7.8 et 7.9 ci-dessous. t

Lemme 7.8. Soient (Gy,w1) et (Ga,we) des groupes pondérés. Posons G := G x Go et défi-
nissons w : G — (0, 00) par w(xzy,x2) := wi(x1)wa(xe). Alors C(G,w) > C(G1,w1)C(Ge, ws).

Démonstration. Considérons des fonctions f1, g1 € l2(G1,w1) ainsi que fa, go € lo(Ga,ws) et
définissons f,g : G — C comme suit f(x1,z2) = fi(z1)f2(z2) et g(z1,22) = g(z1)g(z2).
Remarquons d’abord que, de la fagon dont nous avons défini les fonctions f et g ainsi que la

pondération w, on a :

Il = Al 2l et gl = lloalli, o2l

On vérifie par la suite que
2

1Fxal2 = > Flyny)g(yr oy )| wiy, x2)?

(z1,22)€G |(y1,92)€G
2

= > 1) Y A (v ) g2 (v w2) | wi(z) wa(w2)?

z1€G1 22€G2 |y1€G1 Yy2€G2
2

= > D | D2 A te) | [ DY fely)ga(yy we) || wiz)?ws(ws)”

r1€G1 226G y1€G1 y2E€G2

= D D |(hra)(@) - (fa *92)(932)‘2101(531)2102(5”2)2

r1€G1 12€G

= | 3 (g @) wi@)? | | D0 |(f2 * g2) (@) wn (1) wa(w2)?

r1€G1 r2€G2

(EZR7Y W FER

Il s’ensuit que

C’(G,w)2
If * gl
e Sup A “lw : f’g c f G’w
{ R 2(Gw)
If * gl
> sup W o f(x,22) = fi(zr) falxa), g(ar,22) = g1(x1)92(22), fi, gi € l2(Gi,w;)
Hfl *gl”21 Hf2*92H2
= SUp R —————t: f1 g1 € lo(Gh,w TE T2 L fy g € £o(Ga,w
AT, * o € L) (P p gy, ¢ fooe € falGan)
= C(G17w1)2C(G2,w2)2
comme voulu. -
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Lemme 7.9. Soient (G1,w1) et (Ga2,w2) des groupes pondérés tels dont les indices de
x-stabilité sont finis. Posons G := Gi1 x Gy et définissons w:G — (0,00) par
w(z1,x2) = wi(x)wa(z2). Alors C(G,w) < C(Gy,w1)C(Ga,ws).

Démonstration.

e CAs OU f,g : G — C SONT DES FONCTIONS DE SUPPORT FINI. Pour z € (G2, on définit
fzr92 1 G1 — Cpar fo(t) := f(t,2) et g=(t) = g(t, 2).

Remarquons que pour tout x2 € G5 on a
2 1/2

ST Y fwnw)g(yr tmyy tae) | wi(x)?

21€GT |[Y1€G1 y2€G2

= Z (fy2 *gyglmg)

y2€G2 w;

Z ny? * gyglmQH'lUl

y2€G2

C(G1,wr) Z ny2Hw1 Hgyglxz Hw1

y2€G2
= C(G1,w1)(u*v)(x2),

IN

IN

ou u,v : G2 — C sont donnés par u(z) := || f2]lw, et v(2) :=||gz]|w;-
Observons au passage que

2, = 3 |u(z)*wa(2)?

2€Go

= D lIfll, wa()?

2€Go

= 3 3 £OPwi(t)*wa(2)?

z€G2 teGy

= 30 3 £t 2) w0 wa(2)?

z€G2 teGy

= Il

Un argument similaire montre que [[v||2, = |g/|2,
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Nous sommes maintenant préts a nous pencher sur la norme de la convolution de f et g :
2

Z Z Fy2)g(yy o, y3 'w) | wiz, 22)?

(z1,22)€G |(y1,y2)€EG

1% 9lls

2

= Z Z Z Z Fyiy2)a(yy P,y twe) | wi(z1)? | wa(ws)?

22€G2 \z1€G1 |y1€G1 y2€G2

< Z C (G, wl)Q((u * v)(xg))2w(:c)2

22€G2

C(Gl,wl)QHu*vHi2
< C(G1,w1)?C(Go,w2)?||ull2, |Iv]|2,
= C(G1,w1)*C(Ga, wa)?|| 112 llgll2-

e CAS GENERAL. Notons d’entrée de jeu que la finitude des indices de *-stabilité des (G, w;)

implique, en vertu de la proposition 4.1, que ylgg . w; (yi)w(y; lxi) > 0. Il s’ensuit donc que

7

inf w(y)w(y tz) > i

nf w wi(yrtzy) inf w wo(yy txe) > 0.
[nf, ,nf 1(y1)wi(y; 1)y2€G2 2(y2)w2(y, " 72)

1

Ainsi, toujours en vertu de la proposition 4.1, on a que > f(y)g(y~'x) converge absolument

yeG
pour tout f,g € l2(G,w).

Soient f,g € {2(G,w) et soit zi,z2,... une énumération des éléments appartenant a

supp(f) Usupp(g). Définissons f,, g, : G — C comme suit :

f(zi), sii<m, g(z), sii<n,
fn(zl) = ' et gn(ZZ‘) = t
0, sinon; 0, sinon.

Ainsi, quel que soit n € N, on a que f, g, sont des fonctions & support fini. De plus on a

[fnllw < A[fllw et llgnllw < llglw-

Notons d’une part que, puisque les fonctions

|(f = ) @) (g — gn)(y ')

=Wy )], et W) (g — gn) (v )]

sont dominées, en tant que fonctions de y, par ‘ f (y)g(y_lx)} et, puisque nous avons vu plus

haut que >’ ‘ f(y) g(yilm)‘ converge, le théoréme de convergence dominée et la continuité
yeG

de la norme impliquent que

lim H(f_fn)* (g_gn)Hw = lim H(f_fn) *gnHw =

lim
n—oo n—oo n—oo

an * (Q - gn)Hw = 0.

D’autre part, comme f, et g, sont deux fonctions de support fini, on déduit du cas précé-

demment traité que

[fn# gnll,, < C(Gr,w)C(Ga,w2) | fallwllgnlle < C(G1,w1)C(Gaw2) | fllwllglhw-
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On conclut donc que

£ = gll.,
= Hf—fn+fn)*(g—gn+gn)Hw
= H( (9— gn)+(f*fn)*gn+fn*(g*gann*gnw
< NG = L) x (g = gn)lly, + N = Fo) = gully, + [[fo* (9 = g0)l,, + 1o * gnll,,
< =S =g =gl + 1 = fa) £ gnll,, + [ £ox (9 = g0,

+ C(G1,w1)C(G2, w2)|| fullwllgnllw
H(f - fn) * (g - gn)Hw + H(f - fn) * gnHw + an * (g - gn)Hw
+ C(Gr, w1)C (G2, w2) [ fllwllgllew

IN

—— CO(G1,w1)C(Ga, w2)|[ fllwllgllw-

n—o0

Cela achéve la démonstration du résultat annoncé. O

Nous avons vu au théoréme 7.3 que, pour un choix approprié de n > 2 de t > 1, on peut faire

en sorte que le ratio g (( - )) soit aussi petit que désiré. Autrement dit, on peut faire en sorte

que C(Zyn,w) soit négligeable comparativement & Co(Z,,w). Le théoréme 7.7 nous permet
d’apporter une modeste amélioration a ce résultat : nous montrerons qu’il existe un groupe
pondéré fini pour lequel I'indice de *-stabilité est non seulement arbitrairement petit relative-

ment & l'indice de sous-convolutivité, mais également arbitrairement petit dans I’absolu.

Proposition 7.10. Quels que soient € < 1 et M > /2, il existe un groupe pondéré (G,w)

satisfaisant

C(G,w)<e et M=Cy(G,w).

Démonstration.

e Considérons la pondération wy : Z3 — (0, 00) définie par wq(0) = wy(1) :=letwy(2) =¢ > 1.
Par le théoréme 7.3 on a que Cy(Zs,w1) = V2 + t2. Choisissons t de sorte que

M = Cg(Zg,’LUl).

e Considérons la pondération wy : Zg — (0,00) définie par wz(0) := v/2 et wz(1) = 2. On
vérifie par un calcul direct que C(Z2, w2) < 1 = Co(Z2,w2). Par conséquent, il existe n € N

tel que
€
C(Z L
(Z2,w2)" < oo
n
e Posons G :=Z3 x (® Zg) et définissons w : G — (0, 00) par
i=1

w(w1, T2, ...y Tpy1) 1= wi(z)we(z2)wa(23) - - - wa(Tpg1)-
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En appliquant le théoréme 7.7 & n reprises, on trouve d’une part

C(G,w) = C(Zs,w)C(Za,wo)" < M'ﬁ < e

et d’autre part
CQ(G,ZU) = CQ(Zg,wl)CQ(ZQ,U)Q)n = M- 1™
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Chapitre 8

Conclusion

Pour conclure, nous formulerons quelques remarques concernant le contenu de la derniére
partie de la présente thése. De plus, nous décrirons briévement quelques pistes a explorer pour

tenter de résoudre le probléme principal.

8.1 Groupes abéliens de type fini

A la section 7.3 nous avons mis a profit le théoréme de structure pour les groupes abéliens
finis afin de réduire le probléme consistant a calculer les indices de x-stabilité et de sous-
convolutivité d’'un groupe abélien d’ordre fini quelconque & des problémes analogues sur des

groupes cycliques finis.

Une approche similaire reposant sur 'utilisation du théoréme de structure pour les groupes
abéliens de type fini — une généralisation du théoréme de structure pour les groupes abéliens
finis démontrée par Henri Poincaré — permet cette fois de réduire le difficile probléme consistant
a calculer les indices de x-stabilité et de sous-convolutivité d’un groupe abélien de type fini
et d’ordre infinie & un probléme analogue (plus accessible, mais encore non résolu) sur Z,

I'unique ! groupe cyclique d’ordre infini.

Théoréme 8.1. Etant donné G un groupe abélien de type fini, il existe un unique entier r > 0

et une unique suite d’entiers ni,ns,...,ng > 2 pour lesquels on a l’isomorphisme
T
G ~ 7' X Lpy, X ... X L,

avec la condition supplémentaire sutvante : njy1 divise n; pour tout i entre 1 et k — 1.

Démonstration. Voir la section 12.1 de [10]. O

1. A isomophisme prés.
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Proposition 8.2. S’il existe une pondération w : Z — (0,00) pour laquelle C(Z,w) < oo et
Cy(Z,w) = o0, alors tout groupe abélien de type fini G d’ordre infini admet une pondération
w satisfaisant C(G,w) < oo et Co(G,w) = 00.

Démonstration. En vertu du théoréme 8.1, on a

G ~ Z" X ZLpy X ... X L,

pour un certain entier r > 0 et une certaine suite d’entiers ni,ns,...,ng > 2. C’est donc dire
qu'un élément générique de G est de la forme (z1, x9, ..., Ty, Y1, Y2, ..., Yx) O ; € Z pour tout
1<i<rety; €Zy pour 1 <j<k.

Considérons la fonction w : G — (0, 00) définie comme suit :
T
{D(‘Th L2y ooy Ty Y15, Y25 +ons yk) = H w(xl)
i=1
Le théoréme 7.7 implique alors que
k
C(Gv) = [[C@ w) [[C(Zn,.1) <

et

k
[[C(Zn,. 1) = . O
7j=1

Co(G,v) = [[Ca(Z,w)
=1

Certes, la proposition 8.1 ne nous rapproche pas d’une solution générale au probléme principal,
mais elle ajoute a l'intérét de résoudre le cas particulier du groupe additif Z — le groupe
autour duquel s’est concentré notre intérét — car sa résolution par la négative entrainerait

automatiquement celle du probléme analogue sur tous les autres groupes de type fini.

8.2 Application aux sommes directes de groupes finis

Contrairement & ce que la notation peut sembler indiquer, le lien est plutét ténu entre le
comportement des indices de *-stabilité et de sous-convolutivité sur Z et ceux sur les groupes
Zy. 11 est en effet tout sauf évident d’entrevoir comment des pondérations sur des groupes
cycliques finis pourraient étre concaténées ou adaptées de sorte & obtenir une pondération sur

le groupe Z dont I'indice de *-stabilité serait fini et I'indice de sous-convolutivité serait infini.

D’ailleurs, la compacité des groupes cycliques finis suggére qu’il est peut-étre plus approprié
de se représenter mentalement les groupes Z, comme des approximations discrétes (de plus
en plus fidéle & mesure qu’on fait croitre n) du groupe circulaire T := {z eC: |z| = 1}

plutét que comme des approximations finies de Z. Or, comme nous 'avons vu a ’exemple 1.4,
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il est déja établi qu’il existe des pondérations sur T pour lesquelles 'indice de *-stabilité est

fini mais pas l'indice de sous-convolutivité.

Dés lors, I’étude des groupes cycliques finis que nous avons entrepris au chapitre 6 ne revient-

elle pas a enfoncer une porte ouverte ? Pas tout & fait.

Dans cette section nous donnerons les grandes lignes d’une approche consistant & mettre a
profit la connaissance acquise au sujet des indices de x-stabilité et de sous-convolutivité des
groupes abéliens discrets finis pour concevoir des pondérations sur certains groupes abéliens

discrets dénombrables, mais de type infini.

8.2.1 Produits directs et sommes directes de groupes

Dans ce qui suit, nous décrirons briévement deux fagons élémentaires de construire des groupes

d’ordre infini & partir de groupes finis.

Définition 8.1. Soit {Gi}iez une famille de groupes non triviaux.

(i) Le produit direct des G;, qu’on désigne par ) G;, est le groupe dont les éléments sont
€L
les fonctions f : Z — |J G; ayant la propriété que f(i) € G; pour tout i € Z et dont la
i€l
loi de composition interne est définie ponctuellement.

(ii) La somme directe des G;, notée @ Gj, est le groupe dont les éléments sont les fonctions
€L
f:Z — |J G satisfaisant aux deux propriétés suivantes :
1€T
(a) f(i) € G; pour tout i € 7 ;
(b) f(i) = e; pour tout ¢ € Z sauf possiblement pour un nombre fini d’entre eux;

et dont la loi de composition interne est définie ponctuellement.

Lorsque l'index Z est fini alors les notions de produit direct et de somme direct des G; coin-
cident. Par contre, lorsque 'index Z est infini alors le produit direct des G; et la somme directe

de G; sont deux groupes aux propriétés substantiellement différentes.

La premiére différence notable concerne l'ordre de ces groupes : indépendamment de 1’ordre

des Gj, le groupe Q) G; est toujours indénombrable tandis que le groupe @ G, lui, est d’ordre
€T i€l
dénombrable si et seulement si tous les GG; sont au plus dénombrables.

On peut déduire du théoréme 4.7 que Q) G; n’admet aucune pondération pour laquelle I'indice
de x-stabilité est fini. De méme, si l’uznezdes G est indénombrable alors on peut exclure 'exis-
tence de pondération sur @ G; pour laquelle l'indice de #-stabilité est fini. Toutefois, si tous
les GG; sont au plus dénorrileafable alors le théoréme 4.7 implique qu’il existe des pondérations

sur @ G; pour lesquelles I'indice de *-stabilité est fini.
1€l
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Nous présenterons, en terminant, deux types de pondérations sur des sommes directes de
groupes finis et tenterons de déterminer dans quelle mesure celles-ci sont dignes d’intérét dans
la poursuite de la tentative de résolution du probléme qui nous a occupé tout au long de cette
these.

8.2.2 Pondérations de type « produit ponctuel »

Etant donné {(Gn, wn)}n oy une famille de groupes abéliens discrets pondérés d’ordre fini, un

prototype de pondération sur G := @ G, que nous pourrions appeler pondération de type
neN
« produit ponctuel », s'impose a l'esprit : & savoir w(z) ~ [] wy(x,) & supposer que ce produit
neN
soit bien défini pour tout = € G et qu’il ne soit jamais nul, de sorte que w soit une fonction

de G a image dans (0, 00).

Puisqu'un élément générique x := {zp}lneny € G vérifie z, = e, pour tout n € N sauf

possiblement un nombre fini d’entre eux, la seule fagon de s’assurer que le produit [[ wy(zy,)
neN
ait du sens et qu’il soit non nul est d’avoir wy,(e,) = 1 pour tout n € N (sauf possiblement un

nombre fini d’entres eux). Mais cette obligation est lourde de conséquences :

Théoréme 8.3. Soit {(Gn, w")}neN une famille de groupes abéliens discrets pondérés d’ordre

fini ot wy(en) = 1 pour tout n € N. Posons G := @ G, et définissons w : G — (0,00) par

neN
w(z) = [[ wn(zy). Alors, quel que soit le sous-ensemble fini {ni,n2,....,np} CN, on a :
neN
k
C(Gw) = [[C(Gn,wny).
i=1

Démonstration. Pour tout i € {1,2,...,k}, considérons des fonctions fp,,gn;, € l2(Gp,, wn,)

quelconque et définissons f, g : G — C comme suit :

k k
f(z) = l—IfnZ (mm) et g(z) == Hgm(xm)
i=1 =1

Ainsi définies, les fonctions f et g satisfont :

k k
A1 =TT, e lgli = TTlgnll,,
i=1 =1
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On vérifie par la suite que

17 +9ll
2

= D > f@)g(x)| wz)?

zeG |yeG

= Z Z Z Z Jra Uni) =+ i (Yni )9, (yr;lxm) © Gng (y;kla:nk)

Tny €Gny Tny €Gny |Yng €Gny Yny, €Gny,

* Wpy (‘Tnl)z T Wny, (mnk)Z

2
= Z Z Z fra (Y1) gna (y;llxnl) Z Fr (Yny, ) Gny, (y;klxnk)

Tnq eGnl Tny eGnk Ynq EGnl Yny eGnk

* Wny (xnl)Q ©r o Wny, (xnk)Q
2
Wn,y (xm)z ©r Wny, (xnk)z

Tny EGny Tny, €Gny,

k
- H Z ‘(f"i * gni) () 2“’7% (xn,)?

i=1 \@pn,EGn;

k
=1

2
Wn,

Il s’ensuit que

C(G,w)?
2
1f * gll,,
= SUP T s 2 - f’g€€2(G7w)
{ 111 1gl17,
1 # gL, : :
> SUPy s - f(x) = anz(xnz>7 g(x> = Hgni(xni)7 fnwgni €e2(Gni7wni)
k 2
11 R W,
= sup kl_l &  JnisGng € 62(Gmawni)
IT 13, TT [lgill3,
1=1 =1
2
ﬁ o= f 05(Gon, )
= sup s : ivg i € 2 i7w i
LLsp ) 7 g, I g € 2 (Gnarn
k
= HC(anwm)2
=1
comme voulu. O
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Corollaire 8.4. L’indice de x-stabilité de toute pondération de type « produit ponctuel » sur
la somme directe d’une famille infinie de groupes abéliens discrets pondérés d’ordre fini est
Démonstration. Soit {(G’n, w")}neN une famille de groupes abéliens discrets pondérés d’ordre

fini. Posons G := @ G,, et définissons w : G — (0,00) par w(z) := [[ wn(xy).
neN neN

Il découle de la proposition 6.9 que pour tout n € N on a C(G,,wy,) > % Par conséquent,
quel que soit k € Non a :

C(G,w) >H\/>k:~>oo O

Ayant exclu la possibilité de définir une pondération sur G := @ G, dont l'indice de
neN
x-stabilité serait fini en considérant simplement le produit ponctuel de pondérations sur les

G, on est forcé de se rabattre sur des constructions plus complexes. Ce faisant, les chances de
pouvoir établir un résultat analogue au théoréme 8.3 établissant une relation entre C(G, w) et
les C(Gy,wy,) s’amenuisent & mesure que la construction de la pondération w : G — (0, 00) se
fait complexe. On risque donc d’étre une fois de plus confronté a des groupes pondérés pour
lesquels nous ne disposons d’aucun outil permettant de déterminer si 'indice de *-stabilité est

fini ou non.

8.2.3 Pondérations de type « supremum »

Etant donné {(Gn,wn)} une famille de groupes pondérés d’ordre fini, on appelle pon-

neN
dération de type « supremum » sur G = @ G, le prototype de pondération défini par
neN
w(z) ~ supwy(x,), & supposer, bien entendu, que ce supremum existe pour tout
neN

x:={zp}nen € G.

La proposition suivante montre que, contrairement aux pondérations de type « produit ponc-
tuel », les pondérations de type « supremum » peuvent donner lieu & un indice de *-stabilité

fini.

Proposition 8.5. Etant donné {Gn}neN une famille de groupes abéliens discrets d’ordre fini,

on définit inductivement des pondérations wy, sur G, comme suit :

1, 81 Y = en,
wn(y) = n—1 1/2
(n+1) <(|Gn| -1 I1 |Gl|> ) Sinon.
i=1
Considérons le groupe G := @ G, et la pondération sur G définie par w(x) := sup wy(zy).
neN neN

Alors on a Cy(G,w) < 0.
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Démonstration. On vérifie sans difficulté que w est une fonction paire satisfaisant
w(zy) < w(x)+w(y), Va,y € G.
Par conséquent, le théoréme 4.8 implique que

1
2 —
C(Gw)” < oo < Eer(m)2 < o0.

Or, cette série peut étre calculée explicitement :

1 1
2up ~ T 2wy

zeG
TH#e

- (Ge-0T e)

=1+)

— n— 1/2\ 2
(<n+ (el -0 ) )

i=1

> 1
=1 —_—.
—i_nzzzl(n+1)2

Or cette derniére série converge. O
z 2
i 1
0 o
o 5 10 15 20 25 30 ELY A0 1] 5 10 15 20 25 0 a5 40
Pondération w, : &5 — [0, 00) Pondération wy : £3 — (0, 0¢)
z 2
i 1
il a
o 5 10 15 20 25 30 35 a il 5 10 15 20 25 0 35 40
Pondération wg : £y — (0, 00) Pondération w, : £3 — (0, 00)

FIGURE 8.1 — Représentation des pondérations w,, : Zz — (0, 00) définies suivant la définition

donnée a la proposition 8.5 pour n =1,2,3,4
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w0012,
w(2,2.02,...
w1202,
wi0.2,0,2,...
wi21.02,...
w1102,
wi0.1,0.2,...
wi2,002,..
w(1,00.2,..)
w001,
w(2,2.30,.
w(l2.L0,.
w(0.2.2,0,..
w(2 150,
w(l 150,
wi(01.20..
w2020,
w1020,
wif G20,
wi2 210,
w(12.10,..]
wi0,2,1,0,..]
wi2,1.1,0..
w(1,1,1,0,.
w(D,1,1,0,..
w2010,
w(1,0.1,0,...
w0010,
w(2.2.00,..
wi1,2,00,..
W[0,2,0,0...
W[2,1,0,0...
WiL1.0,0,...
w(01.0,0,..)
w(2,0,0,0...)
wil0.0,0,..)
W[0,0,0,0...}

i] 20 L] 60 i 100 120 140 160

FIGURE 8.2 — Représentation d’une pondération de type « supremum » suivant la définition

donnée a la proposition 8.5, ot les pondérations w,, sont celles illustrées a la figure 8.3

La pondération construite & la proposition 8.5 ne permet pas de résoudre le probléme prin-
cipal puisqu’elle donne lieu & des indices de x-stabilité et de sous-convolutivité qui sont
tous deux finis. Quoi qu’il en soit, la proposition 8.5 autorise un optimisme prudent : si
une construction aussi rudimentaire a permis de produire une pondération dont l'indice de
x-stabilité est fini, peut-étre est-il possible d’affiner notre démarche jusqu’a I’obtention d’une

pondération dont I'indice de sous-convolutivité sera infini.

On retient du théoréme 4.8 que si 'on veut espérer réaliser la désolidarisation des indices de
x-stabilité et de sous-convolutivité (c’est-a-dire parvenir & faire en sorte que le premier soit
fini, mais pas le second) alors il faut axer notre recherche du coté des pondérations violant la

condition de Pytlik suivante :

w(ey) < M(w(x)+w(y)). (z.y €G).
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L’exemple suivant montre avec quelle facilité on peut concevoir une pondération de type
« supremum » qui ne vérifie pas la condition de Pytlik et dont 'indice de sous-convolutivité

est infini.

Exemple 8.1. Pour tout n € N, posons G, := Zs. Définissons inductivement les pondérations
wy, : G, — (0,00) comme suit :
— CAs n=1. On pose w1 (0) = 1, wy (1) = 22 et wy(2) = 2%
=1, wy(1) = 2w, —1(2)V3" 1 et w,(2) = w,(1)2

— CAs n > 1. On pose wy(0)

o0
On pose ensuite G := @ G, et w: G — (0,00) par w(xy, z2,...) := sup wy(Ty).
n=1 neN

w(2,2,1,0...)
w(1,2,10,..]
w(0,2,1,0,...]
w(Z,1.1,0,..]
w(1,1,1,0,..]
w(0,1,1,0,..]
w(2,0,1,0,...]
w(1,0,1,0,..]
w(0,0,1,0,...)
w(2,2,0,0,...]
w(1,2,00,..]
w(0,2,0,0,..]
w(2,1,0,0,...]
w(1,1,0,0...)
w(0,1,0,0,...]
w(2,0,0,0,..]
w(1,0,00,..]

w(0,0,0,,..]

4] 2000 4000 BO00 BOOO 10000 12000 14000 16000 18000 20000

FIGURE 8.3 — Représentation de la pondération de type « supremum » définie & ’exemple 8.1
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Ainsi définie, la pondération w jouit des propriétés suivantes :

e VIOLATION DE LA CONDITION DE PYTLIK. Quel que soit M > 0, prenons k un entier

satisfaisant k > M et considérons I’élément = € G suivant :

z:= (0,0,0,....,0,1,0,0,...). (8.1)
k — 1 foi

On a
w(z+1z) = wp(2) = wp(1)? > 2kwi(1) > 2Muwi(1) = M(w(ﬂ:)-l-w(x))

e INFINITUDE DE L'INDICE DE SOUS-CONVOLUTIVITE. Considérons pour s’en convaincre les

éléments de G de la forme

+® = (0,0,0,....,0,2,0,0,...)
N———

k — 1 fois

de méme que les sous-ensembles de G suivants
y®) .= {yeG: ye=1, yp,=0 Vn>k}.

On vérifie aisément que pour tout y € Y¥) on a que 2 —y € Y*)_ Donc

w(xk)? w(zk))?
2 ePeE® =g 2 2 alue® )

yeG

Ainsi

2 (n))2
Co(G,w)? = sup w(zn) > sup w(z > sup 3" L.
2(Gw)” = o yze;; w(y)?w(zn —y) neN yzeg w(y)?w(z™ — y)>2 neN

e SATISFACTION DE LA CONDITION NECESSAIRE VUE AU THEOREME 4.4 : En considérant

tous les quelques cas de figure possibles (un nombre assez restreint vu la fagon dont w est

sup{w@y): JY,yEG} < 1.
w(z)w(y

définie) que
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e SATISFACTION DE LA CONDITION NECESSAIRE VUE AU THEOREME 4.5. Considérons un

élément de la forme z € G de la forme z = (x1, 22, ..., 251, 1,0,0,...). Alors

w(r) = sggwn(xn) = wp(l) = 2wy_1(2)V3E1
et
wz ™) = supwalen) = wp(2) = wp(1)? > wp(1) = 2wp 1 (2)VEL

Ainsi
1 1

w@wE ) = AkF1)2 3T

(8.2)

Or, le groupe G comporte exactement 2-35~1 éléments dont la plus grande composante non

nulle est la k-iéme et ceux-ci satisfont tous l'inégalité (8.2). Ainsi, la somme des quotients

W pour tout ces x est bornée par ﬁ et il s’ensuit que

1 1 1 |
2 o@D ~ wr T 2 w@eE) S anl(nﬂ)? <

xeG zeG\{0}

Puisque la pondération construite & ’exemple qui précéde satisfait toutes les conditions né-
cessaires & la finitude de 'indice de *-stabilité ayant été mentionnées dans cette thése, nous ne
sommes pas en mesure d’exclure d’emblée la possibilité que son indice de *-stabilité soit fini.
Néanmoins, comme 'unique majoration dont on dispose pour estimer C (G, w) - & savoir I'in-
dice de sous-convolutivité Cy(G,w) - est infini, nous sommes également incapables d’exclure

la possibilité que son indice de x-stabilité soit infini 2.

2. Yulia Kuznetsova a récemment montré — par une approche ad hoc — que l'indice de *-stabilité du groupe
pondéré défini & 'exemple 8.1 est infini, mais il n’en demeure pas moins que cet exemple illustre de fagon
patente ’écart qui subsiste entre les conditions nécessaires et les conditions suffisantes connues & ce jour. Ce
faisant, il souligne I'importance d’identifier de nouveaux estimés pour C(G,w), possiblement au moyen de la
théorie des espaces de Hilbert a noyau reproduisant, ou encore au moyen de la caractérisation en termes de
normes d’opérateurs développée dans la seconde partie de cette thése, voire en reformulant le probléme d’un
toute autre maniére.
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Annexe A

Séries, cardinalité et convergence

Proposition A.1. Soit Z un ensemble infini (pas nécessairement dénombrable) et soit {x,},c1

une famille de nombres réels positifs ou nuls. Si la série Y x, converge alors x, = 0 pour tout

€T
L € T sauf possiblement pour un nombre au plus dénombrable d’entre eux.

Démonstration. Posons M := > x, et définissons
LeT

Sy = {LEI:xb>Tll}, (n>0).

Quel que soit I'entier n > 0, on a

L[Sl
MszngS:nn_;.

LeSn

Il s’ensuit que |S,| < nM. Par conséquent, I’ensemble
o0
{LGIZ xb>0} = US”
n=1

est au plus dénombrable. ]
Corollaire A.2. Soit T un ensemble indénombrable. Si {x,},e7 est une collection de nombres

réels strictement positifs alors la série Y z, diverge.
€T
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Annexe B

Prolongements linéaires continus

Théoréme B.1. Soient X un espace vectoriel normé, Y un espace de Banach et D C X.
Etant donné une application linéaire continue T : D — Y, il existe une unique application

linéaire continue T : D — 'Y qui prolonge T, au sens ou T | D =T et |T|| = |T||.

Démonstration. Etant donné x € D, il existe une suite {z,}>°; d’¢léments de D vérifiant

T, — x. Comme T est une application linéaire continue, on a
n—o0

HT(CL‘n) — T(xm)HY = HT(J:n - xm)HY < TIHzn — zm|x, (n,m € N).

Cela signifie que {T (xn)}:;o:l est une suite de Cauchy dans Y. Comme cet espace est complet,
on conclut que cette suite converge vers une limite et on pose alors f(x) comme étant cette

limite.

Notons que la fonction T est bien définie, car si {2,152, et {z,}°2, désignent deux suites

distinctes convergeant vers x € D, alors les suites {T(:Un)}zoz1 et {T (zn)}zo convergent elles

=1
aussi vers une méme limite dans Y puisque ces deux suites sont des sous-suites de la suite

convergente {T(vn)}zozl, ou {v, }22, désigne la suite (z1, 21, z2, 22, T3, V3...).

On vérifie aisément que Dapplication 7' est linéaire et qu'elle vérifie Tv(:p) = T(x) pour tout
x € D. 1l reste & montrer que la norme de T coincide avec celle de T. Pour ce faire, on met
dans un premier temps a profit la continuité de I'application z — ||z|| et on laisse n tendre

vers l'infini dans l'inégalité suivante

1T (zn)lly < [IT[lllznllx
afin d’obtenir
IT@)ly < [Tl (z € X).
Il s'ensuit alors que ||| < ||T|. L’inégalité inverse, elle, est évidente, car
- T T T
= T@I S IT@L @ .
z€D ||| zeD ||zl o £
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Annexe C

Hiérarchie des espaces .Z),

Théoréme C.1. Soit (X, o7, ) un espace mesuré ot p désigne une mesure positive. Les

énoncés suivants sont équivalents :

(i) L.(X, o, 1) C Ly(X, o, ) pour tous les indices r et s satisfaisant 1 < r < s < oo et

cette inclusion est continue;

(ii) m >0 oam::inf{u(A) L Aed, A;é(z)}.
Démonstration. Voir le théoréme 1 de [50]. O

Comme nous le verrons, dans le cas particulier ot p désigne la mesure de dénombrement,
Iinclusion continue dont le théoréme C.1 fait mention se révéle étre un plongement de constante

de distorsion 1. Pour démontrer ce cas particulier, nous aurons besoin du lemme qui suit.
Lemme C.2. Pour toute suite de nombres complezes {c,}nen et tout o € (0,1] on a
oo aQ oo
(Shl) = e
n=1 n=1

Démonstration. 11 suffit de constater que
o « 0
(Shl) < S
n=1 n=1
N « N
— (Zw) <) el (N €N)
n=1 n=1

= (rty)" < 2 +y°, (z,y > 0)
= (14t < 1+1t%, (0<t<1).

Or, le dernier terme de cette chaine d’équivalence est aisément vérifié en utilisant des techniques

d’analyse élémentaire. O
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Proposition C.3. Pour tout groupe discret G et tous les indices r et s satisfaisant
1<r<s<ooonal(G)Cl(G) et|fllr=1fls-

Démonstration.

e CAS OU s < oo. Notons que supp(f) := {x € G: f(x)# 0} est un ensemble au plus
dénombrable. Soit {x1,x2,...} une énumération des éléments de supp(f). Sous ’hypothése

voulant que % < 1, le lemme qui précéde implique directement que

00 r/rs 00 1/r 00 1/r
I£lls = (men)F) < (Z\f<xn>\5“/s>) = (Z\f@cn)V) = £
n=1 n=1 n=1

e CAS OU s = 00. Quel que soit f € o(G), on a
Il = suplf(@)[" < D 1f@) = [l O
2€G zed
Théoréme C.4. Soit (X,.o/, ) un espace mesuré, ou p est une mesure positive. Alors les
énoncés suivants sont équivalents :
(i) L.(X, o, 1) 2D Ly(X, o, ) pour tous les indices r et s satisfaisant 1 < r < s < oo et
cette inclusion est continue;

(i) M < oo ot M ::sup{u(A) : A€ .527}
Démonstration. Voir le théoréme 2 de [50]. O

Lorsque X est un ensemble fini muni de la mesure de dénombrement, la constante de distorsion
de l'inclusion dont fait état le théoréme C.4 peut étre déterminé avec exactitude comme en

fait foi la proposition suivante.

Proposition C.5. Pour tout groupe discret fini G et tous les indices r et s satisfaisant

1<r<s<oo, ona

1_1
£l < 1G5 11 £ 1ls-

Démonstration.

e CAS OU s < 0o. D’une part, par 'inégalité de Holder appliquée a la fonction ‘ f (az)’r avec

: Za S S .
les exposants conjugués - et oy On 2

Il = D [F@)

zeG
(s—r)/s . r/s
- (Zl> (Zlfm\“)
zeG zeG
= |GI"5 - |15

D’autre part, la fonction g = 1 permet de s’assurer de 'optimalité de la constante |G \%_%
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e CAS OU s = 00. Quel que soit f € £ (G), on a

177 = D 1f @) < \GI-Stelglf(w)lr = |G- /1%

zelG
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Annexe D

Algebres et sous-multiplicativité

Définition D.1. Une algébre est un espace vectoriel A muni d’une multiplication, c¢’est-a-dire

d’une fonction

AxA — A
(a,b) +— ab

satisfaisant aux propriétés suivantes :

1. BILINEARITE. Pour tout A, 4 € C et tout ay,as,b1,b0 € A on a
(Aar + paz)b = Aaib) + p(azb)
a(Aby + pbz) = A(aby) + p(abz);

2. ASSOCIATIVITE. Pour tout a,b,c € A on a

a(be) = (ab)e.

Définition D.2. Une algébre A est dite unifére s’il existe un élément non nul 14 € A
satisfaisant aux propriétés suivantes :

1. ABSORBANCE A GAUCHE. 14a = a pour tout a € A.

2. ABSORBANCE A DROITE. al 4 = a pour tout a € A.

Définition D.3. Soit A une algébre. Une norme d’espace vectoriel || -] : A — [0, 00) est dite :

1. Sous-multiplicative si

labll < lall[[oll (a,b€ A).
2. C-faiblement sous-multiplicative si
labll < Cllal/|[b, (a,b € A).
Définition D.4. Soit A une algébre.
1. Une norme d’algébre sur A est une norme d’espace vectoriel || - || : A — [0,00) qui est

sous-multiplicative.
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2. Une algebre normée est une paire (A, - ||), ot A désigne une algebre et || - || est une

norme d’algébre sur A.

3. Une algebre unifére normée est une algébre normée unifere (A4, ||-||) satisfaisant |1 4] = 1,
ou 14 désigne I'unité de 'algébre unifére A.

4. Une algébre de Banach (unifére) est une algébre (unifére) normeée, ou || - || — vue comme

une norme d’espace vectoriel — est compléte sur A.

Théoréme D.1. Soit A wune algébre wuniféere munie d’une norme d’espace vectoriel
|- : A—[0,00) qui est C-faiblement sous-multiplicative pour une certaine constante C > 1.

Alors A est isomorphe a une algébre normée qui est compléte si l’algébre (A, Il - H) est.

Démonstration. Considérons la fonction

l-lm: A — [0,00).

b
a +— sup ”H%IIH
beA
b#£0 4
On vérifie sans difficulté que, comme le suggére la notation, la fonction || - ||, est une norme
d’espace vectoriel sur A.
Nous affirmons que les normes || - || et || - ||, sont équivalentes. En effet, on a d’une part
[lab] Cllall[[ol
lalln = sup T < sup SITEL = o) (D.1)
bea [0l bea |0
b#0 4 b#0 4
et d’autre part
labll - [lalal
lallm = sup > = la].-
T pea ol 114
b0 4
Nous allons maintenant montrer que (A, | - ||m) est une algebre unifére normée.

e SOUS-MULTIPLICATIVITE. Pour des raisons évidentes, si ||ajaz||, = 0 alors on a

larasl|m < lla1l[mllaz|m-

On peut donc se restreindre a étudier le cas ou ||ajag|m, > 0. On a

b
laras|lm = sup M
beA [1b]]
b,a2b#0 4
— s Hal(agb)H.Hang
bea  la2d|| o]l
b,a2b#0 4
B O e A
T\ asbea  lazb]] vea 0]l
a2b£0 4 b£0 4

a1 [lm | azlm-
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e UNITARITE. On a

[Laln = sup LA — g 1O
m = = =
vea |0 bea ||l
b#0 4 b#0.4
e COMPLETUDE. Si l’algébre A est compléte par rapport a la norme ||- || alors, étant donné une

suite de Cauchy {a, }nen dans A, il existe a € A tel que Han — aH — 0. Par conséquent,
n o

I'équation (D.1) implique que
lan = all,,, < Cllan —a| == 0.

n—oo

Il s’ensuit donc que l'algébre A est également compléte par rapport a la norme || - ||,.
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Annexe E

Caractéres et transformation de
Gel’fand

E.1 Espace des caractéres

Définition E.1. Soit A une algébre complexe commutative et unifére.
(i) Un caractére sur A est une fonctionnelle linéaire xy : A — C jouissant des propriétés
suivantes :
(a) MULTIPLICATIVITE. x(ab) = x(a)x(b), (a,be A);
(b) PRESERVATION DE L'ELEMENT NEUTRE MULTIPLICATIF. x(14) = 1.
(ii) L’espace des caractéres de A, noté A(A), est 'ensemble de tous les caractéres sur A.

Proposition E.1. Soit A une algébre complexe commutative et unifére. Tout x € A(A) est

continu et de norme 1.

Démonstration. Voir le lemme 2.1.5 de [23]. O
Théoréme E.2. Tout anneau commutatif et unifére non trivial posséde au moins un idéal
maximal.

Démonstration. 11 s’agit du céleébre théoréme de Krull. Voir |25]. O

Théoréme E.3. Etant donné une algébre de Banach compleze commutative et unifére, l'ap-
plication

x+—kerx={a€A: x(a) =0}

établie une bijection entre A(A), Uespace des caractéres de A, et Max(A), l'ensemble de tous

les idéaux mazimaux de A.

95



Démonstration. Voir le théoréme 2.1.8 de [23]. O

Théoréme E.4. Soit A une algébre de Banach complexe commutative et unifére. Alors A(A)

est non vide.

Démonstration. 11 s’agit d’une conséquence immédiate du théoréme de Krull E.2 et du théo-
réme E.3. ]

E.2 Transformation de Gel’fand

Les caractéres sur I’algébre de Banach complexe commutative et unifére A étant des fonction-
nelles linéaires de norme 1 ils appartiennent a la boule unité du dual de A. Or, par le théoréme
de Banach—Alaoglu, cette boule unité est faiblement-* compacte, c’est-a-dire compacte dans
la topologie la plus grossiére pour laquelle toutes les fonctionnelles linéaires d’évaluation ponc-
tuelle sont continues. Par voie de conséquence, les fonctionnelles d’évaluation ponctuelle sont
également continues dans la topologie induite sur A(A) par restriction de celle sur la boule

unité de A* et cela implique que 'espace A(A) est faiblement-* compact.

Définition E.2. Soit A une algébre de Banach complexe commutative et unifére.

(i) La transformation de Gel’fand est l'application I' : A — C(A(A)) définie par
I(a) :=evy | A(A).

(ii) On appelle transformée de Gel’fand de A 'image de A par la transformation de Gel'fand

et on note celle-ci A.

Le résultat classique suivant porte le nom de théoréme de représentation de Gel’fand :

Théoréme E.5. Soit A une algébre de Banach complexe commutative et unifére.

(i) La transformation de Gel’fand est un homomorphisme d’algébre qui est continu et contrac-
tif, au sens ot
IT(@)[lsc < lla]la; (a € A).

i) Le noyau de la transformée de Gel’fand correspond au radical de Jacobson' de A. Ainsi,
(i) y

il s’agit d’un isomorphisme d’algébre si et seulement si A est semi-simple?.

Démonstration. Voir le théoréme 11.9 de [45]. O

1. Le radical de Jacobson d’une algébre commutative est l'intersection de ses idéaux maximaux.
2. Une algébre commutative est dite semi-simple si son radical de Jacobson est réduit a {0}.
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Annexe F

Groupe dual et transformation de

Fourier—Gel’fand

Etant donné G un groupe abélien, I’ensemble G de tous les homomorphismes continus
a : G — T forme un groupe — appelé le groupe dual de G — par rapport a loi interne dé-
finie par

(1) (z) == ai(x)ae(x), (z€G, ar,a0 € CA;)
et a I'opération suivante :

a tz) = a(z), (x € G).
Le résultat qui suit nous dit que le groupe dual G est canoniquement identifiable & A(Dfl(G)),
I’ensemble des caractéres sur l’algébre de convolution .23 (G).

Théoréme F.1. Soit G un groupe abélien et soit o« € G. L’application xq : 1 (G) — C définie

comme suit :

= [ @)al) dufa), (f € 4(0)).
appartient 4 A(.Zl(G)). De plus, Uapplication G — A(.,Sﬁ(G)) associant o G Xo est une
bijection.

Démonstration. Voir le théoréme 2.7.2 de [23]. O

Remarque. Si G := T, on peut vérifier que le groupe dual T est isomorphe & Z. En effet, les

¢éléments de T sont les fonctions de la forme

a,: T — T,

t — et

ou n € Z. Ainsi, application qui associe f € Z(T) a la fonction ]?: T — C définie par

Flom) = X, (f /f an(l ﬁ /f o—int At
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coincide avec la transformation de Fourier classique associant & f € Z1(T) la fonction
f: 7 — C définie par

foy = [ re oL

De la méme fagon, 'application associant f € Z1(G) a la fonction f: G — C définie par

f(a) = Xa(f) étend la transformation de Fourier aux groupes abéliens quelconques.

Dans le cas ol GG est un groupe abélien discret, on peut également voir 'application associant
f € 61(G) alafonction f: G — C définie par f(a) = Xa(f) comme associant plutot f € ¢1(G)
3 ev;(Xan) € C(A(L(G))). car

~

evi(Xa) = Xal(f) = fla).

Ainsi, en plus de généraliser la transformation de Fourier, 'application f — fco'incide avec
la transformation de Gel'fand vue & la définition E.2. C’est pourquoi nous y accolerons le nom

de transformation de Fourier—Gel’fand.

Théoréme F.2. Soit G un groupe abélien discret.
(i) La transformée de Fourier—Gel’fand est injective.

(i) La transformée de Fourier—Gel’fand est surjective si et seulement G est un groupe fini.

Démonstration. Voir les théorémes 2.7.7 et 2.7.12 de [23]. O
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Annexe G

Classes de Schatten

Dans ce qui suit, H désigne un espace de Hilbert de dimension infinie.

Théoréme G.1. Soit {e,: ¢ € I} un systeme orthonormé de H.

1. INEGALITE DE BESSEL. Pour tout x € H on a |<x,eL)\2 < |lz||?.
€T

2. Quel que soit x € H, l’ensemble des v € I pour lesquels (x,e,) # 0 est au plus dénom-
brable.

Démonstration. Pour I'inégalité de Bessel, voir le théoréme 4.8 [6]. Quant au second point, il

découle du corollaire A.2. O

Le résultat qui suit est le célébre théoréeme de représentation de Fréchet—Riesz caractérisant le
dual de H :

Théoréme G.2. Pour toute fonctionnelle linéaire ¢ : H — C, il existe un unique élément
h € H avec ||¢|| = ||h||y et tel que
p(x) = (z,h), (z € H).

Démonstration. Voir le théoréme 3.4 du premier chapitre de [6]. O

Théoréme G.3. Soit T € B(H). Les énoncés suivants sont équivalents :
(i) <T(:1:),:):> > 0 pour tout v € H ;
(ii) T est auto-adjoint et o(T) C [0, 00).

Démonstration. Voir le théoréme 12.32 de [45]. O
Corollaire G.4. Quel que soit lopérateur T € B(H), le spectre de l'opérateur auto-adjoint

T*T est entierement composé de nombres réels positifs ou nuls.

Démonstration. Cela découle du théoréme qui précéde et du fait que :

<T*T(:c),x> = <T(a:),T(a;)> = HT(HZ)‘Q,

(xeH). O
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Opérateurs compacts

Définition G.1. Un opérateur T € A(H) est qualifié de compact s’il envoie la boule unité

de H sur un ensemble relativement compact ! de H.

On note par J# (H) I'ensemble de tous les opérateurs compacts sur H.

Proposition G.5. Si T € J# (H) alors T, TT* et T*T appartiennent tous trois a & (H).

Démonstration. Voir le théoréme 1.3.5 de [55]. O

Théoréme G.6. Si T € J#(H) alors o(T) est compact, au plus dénombrable et admet 0

parmsi ses points limites.

Démonstration. Voir le théoréme 4.25 de [45]. O

Le théoréme suivant est une généralisation de la décomposition de Schur pour les matrices

carrées.

Théoréme G.7.

(1) Soit {en}nen un systéme orthonormé de H et { A\, tnen une suite de nombres réels conver-

geant vers zéro. Soit encore T l'opérateur sur H défini par
T(z) = Z AT, en)en, (xr € H).
neN
Alors T € H (H).

(i) Soit T un opérateur auto-adjoint compact sur H. Alors il existe une suite de nombres

réels {\n}nen convergeant vers zéro et il existe un systéme orthonormé {en}nen de H

telle que
T(l‘) = Z )\n<xa€n>€n, (l’ € H)
neN
Démonstration. Voir les théorémes 1.3.10 et 1.3.11 de [55]. O

Corollaire G.8. L’ensemble des valeurs propres d’un opérateur auto-adjoint compact sur H

est toujours non vide.

Démonstration. Pour tout n € N pour lequel A\, # 0 dans la décomposition de T' dont I’exis-

tence est assurée par la partie (ii) du théoréme G.7, on a que

(M —T)(en) = Anen — Zen<x, en)en = Apen — Anen, = 0. ]
neN

1. Un sous-ensemble d’un espace topologique est dit relativement compact si sa fermeture est compacte.
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Valeurs singuliéres

Etant donné un opérateur compact 7', on déduit du corollaire G.4, de la proposition G.5 et
du théoréme G.6 que le spectre de T*T est une suite au plus dénombrable de nombres réels

positifs.

Définition G.2. Soit T' € % (H). On appelle valeurs singuliéres? de T les racines carrées des

valeurs propres de 'opérateur auto-adjoint compact T*T', ordonnées de sorte que

oo(T) =2 o1(T) > o2(T) >

Les valeurs singuliéres d’'un opérateur compact interviennent dans le théoréme de représenta-
tion des opérateurs compacts — qu’on appelle le théoréme de décomposition de Schmidt — qui
s’apparente a la décomposition décrite a la partie (ii) du théoréme G.7, mais qui s’applique
plus généralement & tous les opérateurs compacts plutét qu’aux seuls opérateurs compacts

auto-adjoints.

Théoréme G.9. Soit T € # (H). Alors il existe des systémes orthonormés {en}nen et
{fn}nen de H tels que

T(z) = Y ou(T)(w,en)fn, (z € H).
neN
Démonstration. Voir la discussion & la page 15 de [55]. O

Opérateurs de rang fini

Définition G.3.
1. Un opérateur T' € J# (H) est dit de rang fini si son image est de dimension finie.

2. Etant donné n € N, on note par .% (H) I'ensemble de tous les opérateurs de rang fini sur

H.

3. Etant donné un entier n > 0, on note par .%,(H) l'ensemble de tous les éléments de

Z(H) dont I'image est de dimension au plus n.

Théoréme G.10. Un opérateur T € B(H) est compact si et seulement s’il existe une suite

{T,,}22, d’opérateurs de rang fini tels que

T, =T —— 0.

BH) nooco

Démonstration. Voir le théoréme 1.3.13 de [55]. O

2. La notion de valeurs singuliéres d’un opérateur compact a été introduite par Erhard Schmidt sous une
autre dénomination en 1907. C’est Frank Smithies, un mathématicien britannique dont nous avons fait mention
dans nos remerciements, qui a forgé le terme « valeurs singuliéres » et 1’a fait entrer dans 1'usage dans [48].
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Le résultat suivant, qui est di a Allahverdiev, est parfois appelé la formule de distance :

Théoréme G.11. Etant donné T € # (H) et un entiern > 1, on a

ou(T) = inf {||T - F

BH) F e 3‘}(7—[)}

Démonstration. Voir le théoréme 1.4.11 de [55]. O

Corollaire G.12. Pour tout T € J# (H) on a ||T||z¢) = oo(T).

Démonstration. En vertu du théoréme G.11, on a

oo(T) = inf {|[T~F F e Fo(H)}.

BH)

Or, dire que F' est un opérateur de rang 0 signifie que F' = 0 et il s’ensuit que

HT_FH@(H) = HTH%(H)' L]
Les classes de Schatten

Définition G.4. Etant donné p € [1,00) on définit la p-iéme classe de Schatten comme étant

Fp(H) = {T e X H): {oa(D)}, 0 € 6N}

neN p

et on pose

1/p
1T, 20) == <ZU$(T)) -

neN

Proposition G.13. Pour tout p € [1,00) et tout T € ./H(H) on a
1Tl zey < ITN|.9,(20)-

Démonstration. Cela découle directement du corollaire G.12 et de la définition de la classe

Sp(H) :

1T

1/p
G.12
am) = oo(T) < (Zﬁ(ﬂ) = |Tll.7,c)- O

neN

Proposition G.14. Pour tous les indicesr et s satisfaisant 1 < r < s < 0o on a . (H) C Ls(H)
et

1Tl = T, (30)-

Démonstration. Cela découle directement de la proposition C.3. O
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Proposition G.15. Pour tout espace de Hilbert H de dimension finie et tous les indices r et
s satisfaisant 1 <r < s < o0, on a S (H) 2 Ls(H) et

. 1_1
1TN.o ) < dim(H)™ 5T o, (20

Démonstration. Cela découle directement de la proposition C.5. O
Définition G.5. On appelle opérateurs de Hilbert—Schmidt les éléments de la classe % (H).

Théoréme G.16. Soit T' un opérateur de Hilbert—Schmidt sur H dont les valeurs singuliéres

sont {O'n(T)}neN. Alors, pour tout systéme orthonormé {e,}nen de H, on a

1/2 1/2 1/2
1Tl 520 = (Z\anmf) = (Z HT@)H%) = (Z\<T*T<en>,en>) :
neN

neN neN

Démonstration. Voir le théoréme 1.4.2 de [55]. O

Remarque. On peut en quelque sorte se représenter mentalement chacun des espaces d’opé-
rateurs dont il a été question comme des analogues non commutatifs des espaces £,(N). En

effet, la chaine d’inclusion suivante, pour 1 <r <2 < s < o0,
coo(N) C £1(N) C £.(N) C £o(N) C £5(N) C co(N) € lo(N)
trouve un équivalent dans la chaine d’inclusion que voici :

F(H) C AH) C FH) C AH) C S(H) C H(H) C BH).
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